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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Диссертация посвящена периодическим решениям нелинейных

обыкновенных дифференциальных уравнений и функционально-дифференциальных урав-

нений точечного типа. Периодические решения играют важную роль как в качественной

теории дифференциальных уравнений, так и во многих других научных областях и при-

кладных задачах. Существуют разделы физики и техники, которые полностью базируются

на колебательных явлениях. Это задачи электромагнитных колебаний, которые включают

в себя оптику, учение о звуке, радиотехнику и прикладную акустику и т.д. Задачи анали-

за периодических решений дифференциальных уравнений также возникают в химии, при

изучении биологических систем, в задачах небесной механики и астродинамики и при мо-

делировании экономических процессов.

Универсального подхода для изучения периодических решений дифференциальных урав-

нений не существует. Имеется несколько основных методов, которые предлагают различные

способы решения данной задачи. В качестве основных методов доказательства существо-

вания периодических решений дифференциальных уравнений следует отметить метод то-

чечных отображений Пуанкаре-Андронова, топологический метод, метод направляющих

функций, усреднение Крылова-Боголюбова, вариационные методы и т.д. Метод Пуанкаре-

Андронова применим в том случае, когда известно в какой части фазового пространства мо-

жет располагаться периодическая траектория, а также трансверсальная к ней гиперповерх-

ность. В этом случае изучается отображение (локальное) трансверсальной гиперповерхно-

сти в себя, порожденное движением вдоль фазовых траекторий, и поиск неподвижной точки

для такого отображения, соответствующей периодической траектории. Метод направляю-

щих функций основан на наличии функций с заданным набором условий, которые гаран-

тируют существование периодической траектории. Метод усреднения Крылова-Боголюбова

основан на том, что некоторые классы уравнений допускают усреднение, которое порож-

дает принципиально более простое уравнение, чем исходное и сохраняет периодическое ре-

шение. Однако, большую часть из перечисленных методов достаточно сложно применять

на практике, они требуют выполнения целого ряда трудно проверяемых условий и зна-

чительной предварительной работы. Одним из главных результатов этой диссертационно

работы является получение легко проверяемых условий, выполнение которых обеспечивает

существование единственного периодического решения для дифференциалных уравнений

различных классов.
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Объектом исследования в диссертации являются различные классы дифференциаль-

ных уравнений.

Предметом исследования в диссертации являются система условий, обеспечиваю-

щих существование и единственность периодических решений для рассматриваемых клас-

сов дифференциальных уравнений.

Методы исследования включают методы интегральных уравнений, методы оптими-

зации и линейной алгебры.

Цель и задачи исследования. Целью работы является нахождение легко проверя-

емых условий, сформулированных в терминах правых частей, которые обеспечивают су-

ществование и единственность периодических решений для различных классов дифферен-

циальных уравнений. Для достижения поставленной в работе цели были сформулированы

следующие задачи:

• Получить условия существования и единственности периодических решений для обык-

новенных дифференциальных уравнений первого порядка;

• Получить условия существования и единственности периодических решений для од-

номерных обыкновенных дифференциальных уравнений n-го порядка (n > 1);

• Получить условия существования и единственности периодических решений для функ-

ционально-дифференциальных уравнений точечного типа.

Научная новизна. Предлагаемый в работе подход по своей сути наиболее близок к

методу интегральных уравнений, который детально изложен в монографии Е. Н. Розенвас-

сера 1, однако он существенно модифицирован. Такой подход для изучения периодических

и ограниченных решений дифференциальных уравнений был использован в работах А. И.

Перова и его учеников. Основной особенностью перечисленных работ является процедура

построения операторной функции Грина, с помощью которой и строится периодическое ре-

шение. Сама процедура построения функции Грина, а также проверка условий, которым

она должна удовлетворять, являются сложными. Решение каждой конкретной задачи тре-

бует проведения нетривиальной большой предварительной работы. Подход, развиваемый в

диссертационной работе, позволяет обойти эти сложности.

Одним из наиболее важных результатов данной работы является получение теорем су-

ществования и единственности периодических решений, условия в которых сформулирова-
1В. Н. Розенвассер. Колебания нелинейных систем. - М.: Наука, 1969. - 576 с.
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ны в терминах правой части дифференциального уравнения (константа Липшица, величина

отклонения для функционально-дифференциального уравнения). Такие условия легко про-

веряемы. В диссертационной работе все полученные для проверки условия, кроме одного,

вычисляются за конечное число операций и используют характеристики правой части диф-

ференциального уравнения. Оставшееся условие имеет тип ряда от тех же характеристик,

остаток которого легко оценивается.

Другой особенностью рассматриваемого в работе подхода является процедура линеари-

зации правой части уравнения, необходимого для исследования периодических решений.

Как правило, наиболее распространенным способом выделения линейной части считается

тейлоровская линеаризация. Существуют примеры, которые показывают, что тейлоровская

линеаризация не всегда позволяет установить существование периодического решения, хотя

при иных линеаризациях это удается. Для одномерных обыкновенных дифференциальных

уравнений дается алгоритм оптимального, с точки зрения предлагаемого в диссертационной

работе подхода, выделения линейной части.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический харак-

тер. Результаты могут быть применены при исследовании периодических решений нели-

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений и нелинейных функционально-диф-

ференциальных уравнений точечного типа.

В физике очень часто фигурируют волновые явления различного характера, которые

описываются периодическими функциями. Поэтому задачи нахождения периодических ре-

шений для дифференциальных уравнений встречаются достаточно часто. Как уже было

отмечено выше, эти задачи возникают в электромагнитной динамике, небесной механике а

также других разделах физики.

Задачи подобного класса также встречаются в биологии. В качестве примера можно

привести модели типа «хищник-жертва», в которых количество особей каждой из популя-

ций может описываться системой дифференциальных уравнений (как линейных, так и не

линейных). Равновесными состояниями в этих моделях очень часто являются периодиче-

ские решения таких систем, которые, в частности, можно искать и предложенным в данной

диссертации способом.

Данная работа может быть использована в качестве дополнительного материала при

прочтении курса дифференциального уравнения в высших учебных заведениях.

Апробация работы. Основные положения диссертационной работы докладывались

5



на конференции ”Воронежской весенней математической школы ”Понтрягинские чтения -

XXIII” (Воронежский государственный университет, Московский государственный универ-

ситет им. Ломоносова, Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, г. Воронеж, 3-9

мая 2012 г.), на VII международном симпозиуме ”Ряды Фурье и их приложения” (Южный

федеральный университет, г. Ростов-на-Дону, 27 мая - 3 июня 2012 г.), на международ-

ной конференции ”International conference dedicated to 120-th anniversary of Stefan Banach”

(Национальный университет им. Ивана Франко, Львовский политехнический националь-

ный университет, Институт прикладной математики и механики (г. Донецк), Институт ма-

тематики НАН Украины, Украина, г. Львов, 17-21 сентября 2012 г.), на международной

конференции "Крымская осенняя математическая школа"(КРОМШ-2012) (Таврический

национальный университет им. В. И. Вернадского, Филиал Московского государственно-

го университета им. Ломоносова в Севастополе, Крымский научный центр НАН Украины,

Крымский математический фонд, Крымская академия наук, Украина, г. Севастополь, 17-29

сентября 2012 г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 печатных работ общим объемом

3,5 п.л. (вклад автора - 2,91), из них 2 работы в изданиях, входящих в перечень ВАК

Министерства образования и науки РФ, объемом 1,7 п.л.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав и списка

использованной литературы. Общий объем диссертации составляет 114 страниц машино-

писного текста. Список использованной литературы содержит 89 наименований.

Краткое содержание работы

Во введении обосновывается актуальность темы, формулируются цели и задачи иссле-

дования, определяются объекты, предмет и методы исследования, характеризуются науч-

ная новизна, приводятся сведения об апробации работы, структуре и объеме диссертации.

Первая глава посвящена изучению условий существования и единственности пери-

одического решения для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.

Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение с нелинейной правой частью

общего вида

ẋ(t) = g(t, x), (1)

где g(.,. ) ∈ C(0)(R × Rn,Rn) - некоторая ω-периодическая по времени функция. Решением

уравнения (1) называется всякая непрерывно-дифференцируемая функция x(·), удовлетво-
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ряющая этому уравнению. Следует сформулировать условия существования и единствен-

ности периодического решения x(·) уравнения (1), а также описать процедуру построения

такого решения.

Всюду ниже будет подразумеваться, что правая часть уравнения (1) удовлетворяет усло-

вию Липшица по второй переменной, т.е. для любых x̄ и x̃ из Rn и произвольного фикси-

рованного t ∈ [0, ω] будет справедлива оценка

‖g(t, x̄)− g(t, x̃)‖Rn ≤ Lg‖x̄− x̃‖Rn , (2)

где Lg некоторая положительная константа.

Процедура линеаризации. Из правой части уравнения (1) линейная часть может быть

выделена несколькими способами

g(t, x) = ax+ f(t, x), g(t, x) = a(t)x+ f(t, x), g(t, x) = Ax+ f(t, x),

где a ∈ R\{0}, a(.) ∈ C(0)(R,R) -ненулевая ω-периодическая функция, A - ненулевая (n, n)-

матрица, удовлетворяющая специальным условиям, о которых будет сказано ниже.

Очевидно, в силу справедливости условия Липшица (2) для функции g(·, ·), для функции

f(·, ·) во всех трех случаях это условие также будет выполнено относительно некоторой

своей константы Липшица Lf .

Глава разбита на три основные части, каждая из которых посвящена своему способу

выделения линейной части.

В первой части рассматривается линеаризация следующего вида

ẋ(t) = ax+ f(t, x), (3)

где a ∈ R\{0}.

Вводится в рассмотрение два оператора. Для введения первого оператора, оператора

периодических решений P, рассматривается соответствующее линейное неоднородное диф-

ференциальное уравнение

ẋ(t) = ax+ ψ(t), (4)

где a ∈ R\{0}, ψ(·) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодическая функция. Формулируются условия от-

сутствия резонансности, при которых для произвольной ω-периодической функции ψ(·) ∈

C(0)(R,Rn) существует единственное ω-периодическое решение x(·) ∈ C(1)(R,Rn) уравнения
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(4). При этих условиях корректно определяется оператор периодических решений P[ψ(·)] =

x(·), который каждой функции ψ(·) ставит в соответствие единственное периодическое ре-

шение x(·) уравнения (4).

Определим пространства

C(0),n
ω = {x̃(·) ∈ C(0)([0, ω],Rn)| x̃(0) = x̃(ω)},

C(1),n
ω = {x̃(.) ∈ C(1)([0, ω],Rn)| x̃(0) = x̃(ω), ˙̃x(0) = ˙̃x(ω)}.

с нормами как в пространствах C(0)([0, ω],Rn), C(1)([0, ω],Rn), соответственно.

Вместо оператора P рассматривается ограничение этого оператора на интервал [0, 2π].

Ограничение оператора будет обозначаться через P̂. И действует как P̂ : C(0),n
ω → C(1),n

ω . Вво-

дится оператор естественного вложения J : C(1),n
ω → C(0),n

ω . В дальнейшем, будет изучаться

оператор J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω , который также будем называть оператором периодических

решений. Очевидно, такой оператор J P̂ является линейным.

Определим второй оператор F̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω , который каждой функции x̂(.) ∈ C(0),n
ω

ставит в соответствие функцию

F̂[x̂(.)](t) = f(t, x̂(t)),

где f(.,. ) - функция из правой части уравнения (3).

Если некоторая функция x̂(.) ∈ C(0),n
ω для отображения, заданного суперпозицией J P̂ F̂,

является неподвижной точкой, т.е. справедливо равенство

x̂(.) = J P̂ F̂[x̂(.)],

то периодическое продолжение этой функции на всю числовую ось является периодическим

решением уравнения (3), а значит и исходного уравнения (1). Удается вычислить норму

оператора J P̂ и она имеет следующее значение ‖ J P̂ ‖= |a|−1.

Получен следующий результат.

Теорема 1 Если выполняется условие

Lf
|a|

< 1,

то для уравнения (3) (соответственно, для уравнения (1)) существует ω-периодическое

решение x(.) и x(.) ∈ C(1)(R,Rn). Такое решение является единственным. Более того, для
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любой исходной функции x̂0(.) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(.) = (J P̂F̂)k[x̂0(.)] стремит-

ся к функции x̂(.) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
ω
≤
(Lf
|a|

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

ω
, (5)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее периодического про-

должения на всю числовую ось R. �

Очевидно, что в (5) сходимость зависит от значения отношения Lf/|a|. Чем оно меньше,

тем больше скорость сходимости. Само отношение Lf/|a| определяется выбором параметра

a. Поэтому возникает вопрос о наилучшем выборе значения a. В одномерном случае удается

найти ответ на этот вопрос. Для этого, наряду с константой Липшица Lg > 0, определяются

понятия верхней и нижней констант Липшица Lg1 и Lg2, соответственно.

Определение 1 Верхней и нижней константами Липшица одномерной функции g(t, x) на-

зываются такие величины Lg1 и Lg2 из R (Lg1 ≤ Lg2), для которых при любом t ∈ [0, ω] и

произвольных x1 и x2, x1 ≤ x2 выполняются неравенства

Lg1(x2 − x1) ≤ g(t, x2)− g(t, x1) ≤ Lg2(x2 − x1).�

Очевидно, Lg1 ≥ −Lg, Lg1 ≤ Lg и Lg = max{|Lg1|, |Lg2|}.

Получен следующий результат.

Теорема 2 Пусть для верхней и нижней констант Липшица Lg1 и Lg2 функции g(·, ·) из

одномерного уравнения (1) выполняется неравенство Lg1Lg2 > 0. Тогда существуют такие

константы a, для которых выполнено неравенство Lf/|a| < 1 и, в силу теоремы 1, для

уравнения (3) (соответственно, для уравнения (1)) существует ω-периодическое решение

x(·) и x(·) ∈ C(1)(R,Rn). Такое решение является единственным. Более того, для любой

исходной функции x̂0(·) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(·) = (J P̂F̂)k[x̂0(·)] стремится к

функции x̂(·) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(·)](·)− x̂(·)‖C(0),n
ω
≤
(Lf
|a|

)k
‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n

ω
, (5a)

а периодическое решение x(·) индуцируется функцией x̂(·) путем ее периодического про-

должения на всю числовую ось R. Величина Lf/|a| будет достигать своего минимального

значения (т.е. итерационный метод будет сходиться быстрее всего) при a = (Lg1+Lg2)/2.

�
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Сформулируем одно следствие из теоремы 2.

Следствие 1 Пусть функция g(t, x) из одномерного уравнения (1) удовлетворяет усло-

вию Липшица (2), принадлежит пространству C(1)(R × R,R), а производная функции

g(t, x) по второму аргументу либо строго положительная, либо строго отрицательная

при всех t ∈ [0, ω]. Тогда для уравнения (1) существует ω-периодическое решение. Такое

решение единственно. �

В диссертации рассматриваются несколько примеров, которые демонстрируют различ-

ные аспекты применяемого подхода. Наиболее важным является пример, который пока-

зывает, что при тейлоровской линеаризации не всегда удается показать существование пе-

риодического решения. Вместе с тем, можно подобрать линеаризацию, представленную в

правой части уравнения (3), при которой удается показать существование периодического

решения. Приведем этот пример.

Пример. Рассматривается уравнение вида (1), в котором функция g(t, x) зависит только

от второго аргумента, т.е. g(t, x) = g(x)

ẋ(t) = g(x), t ∈ R, (6)

где g(x) ∈ C(0)(R,R) имеет следующий вид

g(x) =


3x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

x, x ∈ [−1, 1]

3x− 2, x ∈ (1,+∞)

Легко видеть, что единственным периодическим решением уравнения (6) является функция

тождественно равная нулю, т.е. x(t) ≡ 0. Очевидно, применив тейлоровскую линеаризацию

относительно нулевого решения, получим уравнение следующего вида

ẋ(t) = x+ f1(x),

где f1(x) = g(x)− x. Здесь функция f1(x) имеет вид

f1(x) =


2x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

0, x ∈ [−1, 1]

2x− 2, x ∈ (1,+∞)

Выберем в качестве начальной функции x0(·) постоянную функцию, которая лежит в пре-

делах от −1 до 1. Легко видеть, что итерационный метод (5) сойдется к нулевому решению
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за одну итерацию. Однако, если в качестве начальной функции взять также постоянную

функцию, но уже лежащую в пределах от 2 до плюс бесконечности, то легко проверить, что

рассматриваемый итерационный метод будет уже расходиться и нулевое решение найдено

не будет.

С другой стороны, если использовать результат теоремы 2, учитывая, что верхняя и

нижняя константы Липшица принимают значения Lg1 = 1 и Lg2 = 3, то линеаризованное

уравнение можно подобрать следующего вида

ẋ(t) = 2x+ f2(x),

где f2(x) = g(x)− 1
2(Lg1 + Lg2)x = g(x)− 2x. Выпишем эту функцию в явном виде

f2(x) =


x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

−x, x ∈ [−1, 1]

x− 2, x ∈ (1,+∞)

Легко убедиться, что при любой начальной функции x0(.) из пространства C(0),1
ω итераци-

онный метод (5a) будет сходиться к единственному периодическому решению x(t) ≡ 0.

Во второй части главы изучается линеаризация вида

ẋ(t) = a(t)x+ f(t, x), (7)

где a(·) ∈ C(0)(R,Rn) не является нулевой.

Также, как и в первой части главы, определяются оператор естественного вложения

J : C(1),n
ω → C(0),n

ω , оператор периодических решений J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω и оператор F̂ :

C(0),n
ω → C(0),n

ω . Удается вычислить значение нормы оператора ‖J P̂‖.

Получен результат, аналогичный теореме 1.

Теорема 3 Если выполняется условие

Lf‖J P̂‖ < 1,

то для уравнения (7) (соответственно, для уравнения (1)) существует ω-периодическое

решение x(.) и x(.) ∈ C(1)(R,Rn). Такое решение является единственным. Более того, для

любой исходной функции x̂0(.) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(.) = (J P̂F̂)k[x̂0(.)] стремит-

ся к функции x̂(.) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
ω
≤
(
Lf‖J P̂‖

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

ω
,
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а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее периодического про-

должения на всю числовую ось R. �

В третьей части главы изучается линеаризация вида

ẋ(t) = Ax+ f(t, x), (8)

где A - невырожденная (n, n)-матрица, для которой все собственные значения действитель-

ные и все жордановы клетки имеют единичную размерность.

Для функции f(t, x) = (f1(t, x), ..., fn(t, x))′ ∈ C(0)(R× Rn,Rn) из правой части урав-

нения (8) условие Липшица распишем для каждой координаты, то есть для любого i ∈

{1, ..., n}, любого t ∈ R и любых x1 = (x1
1, ..., x

1
n)′ и x2 = (x2

1, ..., x
2
n)′ из Rn выполняются

неравенства

|fi(t, x1)− fi(t, x2)| ≤
n∑
j=1

lij |x1
j − x2

j | (9)

Для дальнейшего анализа необходимо ввести новую норму в пространстве Rn. Эта норма

имеет вид

‖x‖Σ = m1|x1|+m2|x2|+ · · ·+mn|xn|, x ∈ Rn, (10)

где m1 = 1, mj > 0, j ∈ {2, 3, ..., n} - весовые параметры. Причем, в пространствах C(0),n
ω

и C(1),n
ω нормы также преобразуются в соответствии с нормой (10). Пространства с новой

нормой переобозначим как C(0),n
ω,Σ и C(1),n

ω,Σ , соответственно. Нормы в этих пространствах

примут следующий вид

‖x(.)‖C(0),n
ω,Σ

= max
t∈[0,ω]

‖x(.)‖Σ, (11)

‖x(.)‖C(1),n
ω,Σ

= max
{

max
t∈[0,ω]

‖x(t)‖Σ, max
t∈[0,ω]

‖ẋ(t)‖Σ
}
. (12)

Для того, чтобы условие Липшица (9) в новой норме ‖.‖Σ преобразовалось в условие

вида

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖Σ ≤
( n∑
j=1

mjlj,1

)
‖x1 − x2‖Σ,

нужно специальным образом подобрать параметры mj , j ∈ {2, 3, ..., n}. Параметры mj , j ∈

{2, 3, ..., n} следует выбирать такими, чтобы они удовлетворяли системе (n− 1) уравнений∑n
j=1mjlj,i∑n
j=1mjlj,1

= mi, i ∈ {2, 3, ..., n}. (13)
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Легко увидеть, что разрешая эти уравнения относительно mi получим квадратное уравне-

ние, дискриминант которого всегда не отрицателен и поэтому всегда существует по крайней

мере один положительный корень этого уравнения. Матрица A в уравнении (8) может быть

представлена как A = QΛQ−1, где Λ = diag({λi}ni=1), а λi, i ∈ {1, 2, ..., n} собственные зна-

чения матрицы A. Получена оценка нормы оператора, действующего в пространстве Rn с

нормой ‖.‖Σ и порожденного матрицей Q−1.

В дальнейшем, норму линейного оператораG, действующего в пространстве Rn с нормой

‖.‖Σ, будем обозначать через ‖| G ‖|Σ. В случае произвольной размерности n ∈ N получен

следующий результат.

Теорема 4 Пусть A - невырожденная (n, n)-матрица, все собственные значения кото-

рой вещественны, жордановы клетки имеют единичную размерность, а параметры mj,

j ∈ {2, 3, ..., n} являются решениями системы из (n − 1) уравнений (13). Если выполнено

условие

( n∑
j=1

mjlj1

)
‖| Q−1 ‖|Σ max

η∈Mn

‖Λ−1η‖Σ < 1, (14)

где Mn - множество точек, которые являются вершинами 2n-угольника Ω = {η ∈ Rn :

‖Qη‖Σ ≤ 1}, то существует ω-периодическое решение для уравнения (8) (соответствен-

но, для уравнения (1)) x(.) и x(·) ∈ C(1)(R,Rn). Такое решение является единственным. Бо-

лее того, для любой исходной функции x̂0(·) ∈ C(0),n
ω,Σ последовательность x̂k(·) = (J P̂F̂)k[x̂0(·)]

стремится к функции x̂(·) ∈ C(1),n
ω,Σ , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(·)](·)− x̂(·)‖C(0),n
ω,Σ

≤

{( n∑
j=1

mjlj1

)
‖| Q−1 ‖|Σ

(
max
η∈Mn

‖Λ−1η‖Σ
)}k

‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n
ω,Σ

,

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее периодического про-

должения на всю числовую ось R. �

В случае размерности n = 2, полученную оценку удается уточнить.

Замечание 1 Отметим, что величины Lf/|a| в теоремах 1 и 2, Lf‖J P̂‖ из теоремы 3

и левая часть неравенства (14) теоремы 4 не зависят от периода ω. Поэтому, получен-

ное единственное периодическое решение в случае автономных уравнений окажется ста-

ционарным состоянием. Такие решения гораздо легче получить приравняв правую часть
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уравнения (15) к нулю. Таким образом, полученные результаты имеют ценность лишь в

случае неавтономных уравнений. �

Вторая глава посвящена изучению одномерного дифференциального уравнения n-го

порядка, n ∈ N

x(n)(t) = g(t, x, ẋ, ..., x(n−1)), t ∈ R, (15)

где g(·) ∈ C(0)(R×Rn,R) - ω-периодическая по времени функция. Решением уравнения (15)

называется всякая непрерывно-дифференцируемая функция x(·), удовлетворяющая этому

уравнению. Будут сформулированы условия существования и единственности периодиче-

ского решения x(·) уравнения (15), а также описана процедура построения такого решения.

Проведем линеаризацию правой части уравнения следующим образом

x(n)(t) = an−1x
(n−1)(t) + ...+ a1ẋ(t) + a0x(t) + χ(t, x, ẋ, ..., x(n−1)), t ∈ R, (16)

где χ(.) = g(.)−an−1x
(n−1)(t)−...−a1ẋ(t)−a0x(t). Коэффициенты a0 ∈ R\{0} и a1, ..., an−1 ∈

R, должны удовлетворять специальным свойствам, о которых будет сказано ниже.

Здесь, как и в предыдущей главе, будут изучаться условия, которые необходимо нало-

жить на a0, a1, ..., an−1 и функцию χ(·), чтобы для уравнения (16) (а значит и уравнения

(15)) обеспечить существование единственного ω-периодического решения.

Предполагаем, что функция g(·) из уравнения (15), а соответственно и функция χ(·)

уравнения (16), удовлетворяет условию Липшица, т.е. для любого t ∈ R и любых x1 =

(x1
1, ..., x

1
n)′ и x2 = (x2

1, ..., x
2
n)′ из Rn должны выполняться неравенства

|χ(t, x1)− χ(t, x2)| ≤
n∑
i=1

li|x1
i − x2

i |. (17)

Уравнение (16) может быть приведено к системе из n уравнений первого порядка специ-

альным образом. Выпишем эту систему в явном виде. Для этого сделаем замену x(t) = z1(t),

ż1(t) = z2(t),..., żn−1(t) = zn(t).

ż1(t) = z2

ż2(t) = z3

...

żn(t) = −a0z1 − a1z2 − ...− an−1zn + χ(t, z1, z2, z3, · · · , zn),

В матричном виде это уравнение примет вид

ż(t) = Az + f(t, z), t ∈ [0, ω],
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здесь

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

−a0 −a1 · · · −an−2 −an−1


, (18)

f(t, z) =


0

...

χ
(
t, z1, z2, z3, · · · , zn

)
 .

Коэффициенты a0, ..., an−1 выбираются такими, чтобы все собственные значения λ1, ..., λn

матрицы A были действительными, а жордановы клетки имели единичную размерность.

В таком случае можно составить матрицу Q, i-ый столбец которой является собственным

вектором соответствующего собственного значения λi, i ∈ {1, ..., n}. Тогда матрица QAQ−1

будет диагональной матрицей с собственными значениями λi, i ∈ {1, ..., n}. Найдена норма

оператора порожденного матрицей Q и действующего в пространстве Rn с нормой ‖.‖Σ. Для

того, чтобы условие Липшица (17) преобразовалось в условия Липшица для функции f(.,. )

в норме ‖.‖Σ значения констант m2, ...,mn должны быть выбраны следующим образом

m2 =
l2
l1
> 0, m3 =

l3
l1
, · · · ,mn =

ln
l1
. (19)

Вводится оператор естественного вложения J : C(1),n
ω,Σ → C(0),n

ω,Σ и оператор периодических

решений J P̂ : C(0),n
ω,Σ → C(0),n

ω,Σ (норма в пространствах C(0),n
ω,Σ и C(1),n

ω,Σ определяются по форму-

лам (11) и (12)). В дальнейшем нам понадобится еще одно пространство, которое обозначим

через Dn.

Dn =
{
ϕ̃(·) ∈ C(0),n

ω,Σ | ϕ̃i(·) ≡ 0, i ∈ {1, ..., (n− 1)}
}
.

Вводится оператор F̂ : C(0),n
ω,Σ → Dn по следующему правилу F̂[ẑ(.)](t) = f(t, ẑ(t)).

Относительно нормы пространства C(0),n
ω,Σ найдена оценка нормы оператора периодиче-

ских решений JP̂|Dn : Dn → C(0),n
ω,Σ . Так как в пространствах функций Dn и C(0),n

ω,Σ образы

функций принадлежат Rn с нормой ‖.‖Σ, то норму оператора JP̂|Dn будем обозначать сле-

дующим образом |‖JP̂|Dn‖|Σ.

Через M1 обозначим множество точек {η}j , j ∈ {1, 2, ..., 2n} в пространстве Rn, кото-

рое определяется следующим образом

η2k−1
i =

{
1
mk
, если i = k

0, если i 6= k
, η2k

i =

{
− 1
mk
, если i = k

0, если i 6= k
,
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где k ∈ {1, ..., n}, i ∈ {1, ..., 2n}.

Теорема 5 Пусть ω-периодическая функция χ(t, x, ẋ, ..., x(n−1)) ∈ C(0)(R×Rn) в уравнении

(16) удовлетворяет условию Липшица (17) с константами li, i ∈ {1, ..., n}, а коэффици-

енты ai, i ∈ {0, ..., (n − 1)} выбраны так, что соответствующая матрица (18) имеет

вещественные собственные значения, жордановы клетки таких собственных значений

имеют единичную размерность, а mi, i = {2, ..., n} определяются по правилу (19). Если

справедливо неравенство

ln max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ
( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣) < 1, (20)

где матрица Q такая, что QAQ−1 = diag {λi}ni=1, qn - последний столбец матрицы Q, то

существует ω-периодическое решение уравнения (16) (соответственно, уравнения (15))

x(·) и x(·) ∈ C(1)(R,R). Такое решение является единственным.

Более того, для любой начальной функции ẑ0(·) ∈ C(0),n
ω,Σ последовательность ẑk(·) =

(JP̂F̂)k[ẑ0(·)] стремится по норме C(0),n
ω,Σ к функции ẑ(·) ∈ C(1),n

ω,Σ . Кроме этого, справедлива

оценка сходимости

‖(JP̂F̂)k[ẑ0(·)](·)− ẑ(·)‖C(0),n
ω,Σ

6

6
{
ln max

η∈M1

‖Q−1η‖Σ
( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣)}k ‖ẑ0(·)− ẑ(·)‖C(0),n
ω,Σ

.

При этом ω-периодическим решением x(·) задачи (16) (соответственно, задачи (15)) яв-

ляется периодическое продолжение на всю числовую ось первой координаты ẑ1(·) ∈ C(1),1
ω,Σ

функции ẑ(·) = (ẑ1(·), · · · , ẑn(·))′ ∈ C(1),n
ω,Σ . Такое решение является единственным. �

Замечание 2 Выражение, стоящее в левой части неравенства (20) в теореме 5, не за-

висит от периода ω. Поэтому, полученное единственное периодическое решение в случае

автономных уравнений окажется стационарным состоянием. Такие решения гораздо лег-

че получить приравняв правую часть уравнения (15) к нулю. Таким образом, полученные

результаты имеют ценность лишь в случае неавтономных уравнений. �

В третьей главе изучаются условия, обеспечивающие существование и единственность

периодического решения для функционально-дифференциальных уравнений с запаздыва-

ющим аргументом. Рассматриваются функционально-дифференциальные уравнения вида

ẋ(t) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R. (21)
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Не ограничивая общности, будем полагать, что правая часть g(·) ∈ C(1)(R×Rn×s,Rn) явля-

ется 2π-периодической по времени функцией, а отклонения τj , j ∈ {1, .., s} лежат в пределах

[0, 2π). Кроме этого предполагается, что отклонения соизмеримы, т. е. для любых τi и τj ,

i, j ∈ {1, .., s} должны существовать n1 и n2 из N∪{0} такие, что n1+n2 6= 0 и n1|τi| = n2|τj |.

Будут сформулированы условия обеспечивающие существование и единственность 2π-

периодического решения x(·) уравнения (21), описан итерационный процесс построения та-

кого решения, а также указана скорость сходимости процесса.

Такой тип функционально-дифференциальных уравнений исследовался в работах Л. А.

Бекларяна2 В работе приведены условия, обеспечивающие существование и единственность

решения из специального класса функций для соответствующей задачи Коши. Всюду далее

будет считаться, что эти условия выполнены.

Рассматриваются такие значения параметров (a1, ..., as, τ1, ..., τs) ∈ Rs × [0, 2π) × ... ×

[0, 2π), для которых выполнены соотношения

s∑
j=1

aj 6= 0, |
s∑
j=1

aj cos kτj |+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj | 6= 0 для всех k ∈ N. (22)

Условие (22) является условием остутствия резонансности.

Выделяется линейная часть правой части функционально-дифференциального уравне-

ния (21) в следующем виде

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj) + f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τn)), t ∈ R, (23)

где (a1, ..., as, τ1, ..., τs) ∈ Rs × [0, 2π)× ...× [0, 2π) удовлетворяют условию (22),

f(·) ∈ C(1),n(R× Rn×s;Rn) - 2π-периодическая по времени функция

( f(·) = g(·) −
∑s

j=1 ajx(t + τj) ), а отклонения τ1, ..., τs соизмеримы и лежат в пределах

[0, 2π).

Правая часть g(·) уравнения (21) удовлетворяет условию Липшица, т.е. для любых t ∈

[0, 2π], xj и xj , j ∈ {1, ..., s} из Rn имеет место оценка

‖g(t, x1, ..., xs)− g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤ Lg
s∑
j=1

‖xj − xj‖Rn , (24)

где Lg некоторая положительная константа Липшица. Очевидно, что для функции f(·)

также будет выполняться условие Липшица с некоторой константой Lf > 0.
2Бекларян Л.А. Введение в теорию функционально-дифференциальных уравнений. Групповой подход.

М.: Факториал Пресс, 2007. -288 с. - (Методы современной математики; Вып. 5)
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По аналогии с тем как это делалось выше, вводится оператор естественного вложения

J : C(1),n
2π → C(0),n

2π и оператор периодических решений J P̂ : C(0),n
2π → C(0),n

2π , а также оператор

F̂ : C(1),n
2π → C(1),n

2π по следующему правилу F̂[x̂(·)](t) = f(t, x̂((t + τ1)(mod 2π)), · · · , x̂((t +

τn)(mod 2π))), где f(·) - функция из правой части уравнения (23).

Вводятся обозначения

A2 =
1

(
∑s

j=1 aj)
2
, D2 =

∞∑
k=1

1

detAk
,

где detAk =
(∑s

j=1 aj cos kτj

)2
+
(
k −

∑s
j=1 aj sin kτj

)2
, k = 1, 2, ...

Теорема 6 Пусть:

в нелинейном уравнении (21) функция g(·) ∈ C(1)(R × Rn×s,Rn) является 2π-периодичес-

кой функцией и удовлетворяет условию Липшица (24), а Lf , соответственно, константа

Липшица функции f(·);

для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

M
s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1, M = max
1≤j≤s

|aj |;

и для (a1, ..., as, τ1, ..., τs) ∈ Rs × [0, 2π)× ...× [0, 2π) справедливы соотношения (22).

Если выполнено условие

sLf
√

A2 + 2D2 < 1,

то для уравнения (21) существует 2π-периодическое решение. Такое решение является

единственным и оно принадлежит пространству C(2)(R,Rn).

Более того, для любой начальной функции x̂0(·) ∈ C(2),n
2π последовательность x̂k(·) =

(JP̂F̂)k[x̂0(·)] стремится к единственной функции x̂(·) ∈ C(2),n
2π , и справедлива оценка схо-

димости:

‖(JP̂F̂)k[x̂0(·)](·)− x̂(·)‖C(0),n
2π

≤
(
sLf

√
A2 + 2D2

)k
‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n

2π

Периодическое решение x(·) индуцируется функцией x̂(·) путем продолжения ее по пери-

одичности 2π на всю числовую ось R. �

Отметим, что в линейной части уравнения (23) берутся только те отклонения, кото-

рые присутствуют в правой части исходного функционально-дифференциального уравне-

ния (21). И это по существу. Если при выборе линеаризации окажется, что в функции f(·)
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есть хотя бы одно отклонение τ̄ , не совпадающее ни с одним из отклонений τ1, ..., τs, тогда

нетрудно убедиться, неравенство sLf
√
A2 + 2D2 < 1, как правило, нарушается.
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