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Введение

Актуальность темы. Диссертация посвящена периодическим реше-

ниям нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений и функ-

ционально-дифференциальных уравнений точечного типа. Периодические

решения играют важную роль как в качественной теории дифференциаль-

ных уравнений, так и во многих других научных областях и прикладных

задачах. Существуют разделы физики и техники, которые полностью ба-

зируются на колебательных явлениях. Это задачи электромагнитных коле-

баний [16, 20, 21, 22], которые включают в себя оптику [45], учение о звуке

[88], радиотехнику и прикладную акустику и т.д. Задачи анализа периоди-

ческих решений дифференциальных уравнений также возникают в химии

[19], при изучении биологических систем [55, 72, 73, 75], в задачах небес-

ной механики и астродинамики [78] и при моделировании экономических

процессов [31].

Универсального подхода для изучения периодических решений диффе-

ренциальных уравнений не существует. Имеется несколько основных ме-

тодов, которые предлагают различные способы решения данной задачи. В

качестве основных методов доказательства существования периодических

решений дифференциальных уравнений следует отметить метод точеч-

ных отображений Пуанкаре-Андронова [6, 14], топологический метод, ме-

тод направляющих функций [37, 40, 63], усреднение Крылова-Боголюбова

[43, 44, 12], вариационные методы и т.д. Метод Пуанкаре-Андронова при-

меним в том случае, когда известно в какой части фазового пространства

может располагаться периодическая траектория, а также трансверсальная
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к ней гиперповерхность. В этом случае изучается отображение (локальное)

трансверсальной гиперповерхности в себя, порожденное движением вдоль

фазовых траекторий, и поиск неподвижной точки для такого отображения,

соответствующая периодической траектории. Метод направляющих функ-

ций основан на наличии функций с заданным набором условий, которые

гарантируют существование периодической траектории. Метод усреднения

Крылова-Боголюбова основан на том, что некоторые классы уравнений

допускают усреднение, которое порождает принципиально более простое

уравнением чем исходное и сохраняет периодическое решение. Также суще-

ствует целый ряд работ, где используются как перечисленные выше мето-

ды, так и другие методы, предметом изучения которых являются линейные

и нелинейные системы. Среди таких работ можно отметить следующие ра-

боты [47, 48, 49, 54, 41, 83, 13, 18, 25, 30, 28, 56, 69, 77, 83]. Однако, большую

часть из перечисленных методов достаточно сложно применять на прак-

тике, они требуют выполнения целого ряда трудно проверяемых условий и

значительной предваительной работы. Одним из главных результатов этой

диссертационно работы является получение легко проверяемых условий,

выполнение которых обеспечивает существование единственного периоди-

ческого решения для дифференциалных уравений различных классов.

Объектом исследования в диссертации являются различные классы

дифференциальных уравнений.

Предметом исследования является система условий, обеспечиваю-

щих существование и единственность периодических решений для рассмат-

риваемых классов дифференциальных уравнений.
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Методы исследования включают методы интегральных уравнений,

методы оптимизации и линейной алгебры.

Цель и задачи исследования. Целью работы является нахождение

легко проверяемых условий, сформулированных в терминах правых ча-

стей, которые обеспечивают существование и единственность периодиче-

ских решений для различных классов дифференциальных уравнений. Для

достижения поставленной в работе цели были сформулированы следующие

задачи:

• Получить условия существования и единственности периодических

решений для обыкновенных дифференциальных уравнений первого

порядка;

• Получить условия существования и единственности периодических

решений для одномерных обыкновенных дифференциальных урав-

нений n-го порядка (n > 1);

• Получить условия существования и единственности периодических

решений для функционально-дифференциальных уравнений точеч-

ного типа.

Научная новизна. Предлагаемый в работе подход, который исполь-

зовался в [10, 11] , по своей сути наиболее близок к методу интегральных

уравнений, который детально изложен в монографии Е. Н. Розенвассера

[70], однако он существенно модифицирован. Такой подход для изучения

периодических и ограниченных решений дифференциальных уравнений

был использован в работах А. И. Перова и его учеников [64, 66, 67, 33].
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Основной особенностью перечисленных работ является процедура постро-

ения операторной функции Грина, с помощью которой и строится периоди-

ческое решение. Сама процедура построения функции Грина, а также про-

верка условий, которым она должна удовлетворять, являются сложными.

Решение каждой конкретной задачи требует проведения нетривиальной

большой предварительной работы. Подход, развиваемый в диссертацион-

ной работе, позволяет обойти эти сложности.

Одним из наиболее важных результатов данной работы является по-

лучение теорем существования и единственности периодических решений,

условия в которых сформулированы в терминах правой части дифферен-

циального уравнения (константа Липшица, величина отклонения для функ-

ционально-дифференциального уравнения). Такие условия легко проверя-

емы. В диссертационной работе все полученные для проверки условия,

кроме одного, вычисляются за конечное число операций и используют ха-

рактеристики правой части дифференциального уравнения. Оставшееся

условие имеет тип ряда от тех же характеристик, остаток которого легко

оценивается.

Другой особенностью рассматриваемого в работе подхода является про-

цедура линеаризации правой части уравнения, необходимого для исследо-

вания периодических решений. Как правило, наиболее распространенным

способом выделения линейной части считается тейлоровская линеариза-

ция. Существуют примеры, которые показывают, что тейлоровская линеа-

ризация не всегда позволяет установить существование периодического ре-

шения, хотя при иных линеаризациях это удается. Для одномерных обык-
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новенных дифференциальных уравнений дается алгоритм оптимального, с

точки зрения предлагаемого в диссертационной работе подхода, выделения

линейной части.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теорети-

ческий характер. Результаты могут быть применены при исследовании пе-

риодических решений нелинейных обыкновенных дифференциальных урав-

нений и нелинейных функционально-дифференциальных уравнений точеч-

ного типа. Эти результаты также несут практическую ценность, посколь-

ку позволяют определять наличие единственного периодического решения

для дифференциальных уравнений различных типов. А также, в случае

выполнения определенных условий, позволяет эти решения найти.

Апробация работы. Основные положения диссертационной работы

докладывались на конференции ”Воронежской весенней математической

школы ”Понтрягинские чтения - XXIII” (Воронежский государственный

университет, Московский государственный университет им. Ломоносова,

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, г. Воронеж, 3-9 мая

2012 г.), на VII международном симпозиуме ”Ряды Фурье и их прило-

жения” (Южный федеральный университет, г. Ростов-на-Дону, 27 мая -

3 июня 2012 г.), на международной конференции ”International conference

dedicated to 120-th anniversary of Stefan Banach” (Национальный универ-

ситет им. Ивана Франко, Львовский политехнический национальный уни-

верситет, Институт прикладной математики и механики (г. Донецк), Ин-

ститут математики НАН Украины, Украина, г. Львов, 17-21 сентября 2012

г.), на международной конференции "Крымская осенняя математическая
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школа"(КРОМШ-2012) (Таврический национальный университет им. В. И.

Вернадского, Филиал Московского государственного университета им. Ло-

моносова в Севастополе, Крымский научный центр НАН Украины, Крым-

ский математический фонд, Крымская академия наук, Украина, г. Сева-

стополь, 17-29 сентября 2012 г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 печатных работ

общим объемом 3,5 п.л. (вклад автора - 2,91), из них 2 работы в изда-

ниях, входящих в перечень ВАК Министерства образования и науки РФ,

объемом 1,7 п.л.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех

глав и списка использованной литературы. Общий объем диссертации со-

ставляет 114 страниц машинописного текста. Список использованной ли-

тературы содержит 89 наименований.

В первой главе рассматриваются обыкновенные дифференциальные урав-

нения с нелинейной правой частью следующего вида

ẋ(t) = g(t, x),

где g(·, ·) - некоторая непрерывная, периодическая по времени функция.

Эта глава состоит из трех разделов, в каждом из которых рассматри-

ваются различные процедуры линеаризации.

В первом разделе изучается простейшая линеаризация, а именно

ẋ(t) = ax+ f(t, x),

где a - некоторая ненулевая константа и f(t, x) = g(t, x)− ax.
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Во втором разделе изучается линеаризация

ẋ(t) = a(t)x+ f(t, x)

с использованием заданной периодической функцией a(·), период которой

совпадает с периодом f(·, ·), где f(t, x) = g(t, x)− a(t)x.

В третьем разделе изучается матричная линеаризация

ẋ(t) = Ax+ f(t, x),

где A - некоторая невырожденная (n, n)-матрица и f(t, x) = g(t, x) − Ax.

Отдельно рассмотрен случай n = 2.

Во всех трех случаях сформулированы условия, обеспечивающие суще-

ствование единственного периодического решения. Такие условия сформу-

лированы в терминах правой части уравнения и являются легко проверя-

емыми.

Во второй главе рассматривается квазилинейное обыкновенное диф-

ференциальное уравнение n-го порядка следующего вида

x(n) = g(t, x, ẋ, ..., x(n−1)),

где g(·, ..., ·) - некоторая непрерывная, периодическая по времени функция.

Такое уравнение и ее процедура линеаризации рассматриваются как важ-

ный частный случай матричной линеаризации. Сформулированы условия,

которые гарантируют существование единственного периодического реше-

ния. В случае n = 2 сформулированные условия удается представить в

развернутом виде.
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В третьей главе изучаются функционально-дифференциальные урав-

нения точечного типа

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t+ τ1), ..., x(t+ τs)),

где f(·, ..., ·) - непрерывно-дифференцируемая функция, а τ1, ..., τs - откло-

нения аргумента, удовлетворяющие условиям соизмеримости. В терминах

правой части исходного нелинейного функционально-дифференциального

уравнения точечного типа и характеристик ее линеаризации будут сфор-

мулированы условия существования и единственности 2π-периодического

решения, описан итерационный процесс построения такого решения, а так-

же указана скорость сходимости итерационного процесса.

Как отмечалось выше, дополнительно условие гладкости на правую

часть необходимо, чтобы пользуясь методом рядов Фурье в терминах пра-

вых частей оценить норму оператора периодических решений, а также

сформулировать условие "регулярности"процедуру линеаризации.
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1 Вопросы существования периодических ре-

шений для обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка

1.1 Основные понятия

1.1.1 Постановка задачи

Будет изучаться уравнение общего вида

ẋ(t) = g(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn (1.1)

где g(·, ·) ∈ C(0)(R×Rn,Rn) - некоторая непрерывная, ω-периодическая по

времени функция, т.е. для любых (t, x) ∈ R× Rn, g(t, x) = g(t+ ω, x).

Решением уравнения (1.1) называется всякая непрерывно-дифференци-

руемая функция x(.), удовлетворяющая этому уравнению.

Будут сформулированы условия существования и единственности пе-

риодического решения x(·) уравнения (1.1), а также описана процедура

построения такого решения.

Процедура линеаризации. Из правой части уравнения (1.1) линейная

часть может быть выделена несколькими способами

g(t, x) = ax+ f(t, x),

g(t, x) = a(t)x+ f(t, x),

g(t, x) = Ax+ f(t, x),
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где a ∈ R\{0}, a(·) ∈ C(0)(R,R) -ненулевая ω-периодическая функция,

A - ненулевая (n, n)-матрица, удовлетворяющая специальным условиям, о

которых будет сказано ниже. После выделения линейной части уравнение

(1.1) преобразуется в одно из следующих уравнений

ẋ(t) = ax+ f(t, x), t ∈ R, (1.2)

ẋ(t) = a(t)x+ f(t, x), t ∈ R, (1.3)

ẋ(t) = Ax+ f(t, x), t ∈ R, (1.4)

Очевидно, что f(·, ·) ∈ C(0)(R× Rn,Rn) также будет ω-периодической по

времени.

Процедура выделения линейной части в уравнениях (1.2), (1.3) и (1.4)

в дальнейшем будет называться линеаризацией. В этой главе будут изу-

чаться условия, накладываемые на константу a, функцию a(·) , матрицу

A, а также функцию f(·, ·), которые обеспечивают существование и един-

ственность ω-периодического решения. Очевидно, что линеаризация (1.2)

является частным случаем линеаризаций (1.3) и (1.4).

Далее будем считать, что для правой части уравнения (1.1) будет вы-

полнено условие Липшица,

‖g(t, x1)− g(t, x2)‖Rn ≤ Lg‖x1 − x2‖Rn , (1.5)

обеспечивающее существование и единственность решений из класса

C(1)(R,Rn) для соответствующей задачи Коши. Очевидно, если это условие
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выполнено для функции g(·, ·), то после линеаризации это условие также

будет выполнено и для функции f(·, ·), но относительно некоторой своей

константы Lf . Введенная константа Липшица будет играть в дальнейшем

ключевую роль при формировании условий существования и единственно-

сти периодического решения.

1.1.2 Свойства периодических решений

В этом разделе приведены некоторые общие достаточно хорошо известные

свойства периодических решений, которые будут необходимы для дальней-

ших рассуждений. Для уравнения общего вида (1.1) сформулируем про-

стое, но очень важное утверждение.

Предложение 1.1 Решение x(t) уравнения (1.1) является ω-периодичес-

ким тогда и только тогда, когда для него выполняется равенство

x(0) = x(ω). �

Доказательство этого утверждения легко вытекает из ω-периодичности

функции g(t, x) по t и факта существования и единственности решения

задачи Коши для уравнения (1.1).

Предложение 1.1 позволяет в последующих разделах, вместо исследова-

ния исходных периодических решений в пространстве C(1)(R,Rn), изучать

ограничения периодических решения в пространстве C(1)([0, ω],Rn).

Процедура линеаризация третьего типа (1.4) связана с изучением свойств

линейного неоднородного вида

ẋ(t) = Ax+ ξ(t), t ∈ R, (1.6)
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где A - (n, n)-матрица, а ξ(·) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодическая функция. На-

ряду с этим уравнением будет рассмотрено линейное однородное уравнение

ẋ(t) = Ax, t ∈ R. (1.7)

Теперь мы можем сформулировать очень важный и хорошо известный

результат, который, в частности, можно найти в [15]. Эти условия также

известны как условия отсутствия резонансности. Результат является осно-

вополагающим для проведения дальнейших рассуждений, поэтому здесь

мы приведем его доказательство.

Теорема 1.1 ( [15]) Уравнение (1.6) имеет единственное ω-периодическое

решение тогда и только тогда, когда единственным ω-периодическим ре-

шением линейного однородного уравнения (1.7) является функция, тож-

дественно равная нулю.

Доказательство. Прежде чем приступить к доказательству, введем в

рассмотрение матрицу фундаментальных решений φ(t). Она является ре-

шением матричного уравнения с начальным условием матрица является

решением уравнения

φ̇(t) = Aφ, t ∈ R,

φ(0) = I,

где I - единичная (n, n)-матрица.

Любое решение однородного уравнения (1.7) представимо в виде x(t) =

φ(t)x(0), а произвольное решение неоднородного уравнения (1.6) имеет
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представление x(t) = φ(t)x(0) + ψ(t), где ψ(t) -частное решение уравне-

ния (1.6) с начальными условиями ψ(0) = 0. Используя это, приступим

непосредственно к доказательству теоремы.

Достаточность. Пусть тривиальное решение является единственным

ω-периодическим решением уравнения (1.7). Тогда из предложения 1.1

и из того, что для решений уравнения (1.7) справедливо представление

x(ω) = φ(ω)x(0), получаем, что единственным решением линейного урав-

нения x = φ(ω)x является вектор x = 0. Из этого вытекает невырожден-

ность матрицы (I− φ(ω)). С другой стороны, для произвольного решения

уравнения (1.6) справедливо представление x(ω) = φ(ω)x(0) +ψ(ω). Таким

образом, учитывая, что для периодического решения выполняется равен-

ство x(0) = x(ω), задача нахождения периодического решения сводится к

поиску решения линейного уравнения (I − φ(ω))x(0) = ψ(ω). Используя

тот факт, что матрица (I − φ(ω)) невырождена, получаем, что для про-

извольного ψ(ω) решение исходного уравнения будет единственным, а это

эквивалентно единственности ω-периодического решения уравнения (1.6).

Необходимость. Докажем от противного. Пусть для уравнения (1.6)

существует единственное ω-периодическое решение, тогда как для уравне-

ния (1.7) помимо нулевого есть как минимум еще одно ω-периодическое

решение. Из последнего факта следует, что матрица (I − φ(ω)) являет-

ся вырожденной. В этом случае можно показать, что линейное уравнение

(I − φ(ω))x = ψ(ω) будет иметь более одного решения, что противоречит

единственности ω-периодического решения уравнения (1.6). �
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Теперь можно определить условия, которым должна удовлетворять мат-

рица A, чтобы для уравнения (1.6) существовало единственное ω-периоди-

ческое решение. Условия отсутствия резонанстности.

Следствие 1 Уравнение (1.6) имеет единственное ω-периодическое ре-

шение тогда и только тогда, когда ни одно из собственных значений

матрицы A не равно 2πi
ω
k, k ∈ Z, i =

√
−1. �

Нетрудно убедиться, что, если линейное однородное уравнение (1.7)

имеет более одного ω-периодического решения, то линейное неоднородное

уравнение (1.6) имеет либо бесконечное число ω-периодических решений,

либо вообще не имеет таких решений.

Для иллюстрации рассмотрим простейшее линейное дифференциаль-

ное уравнение

ẋ(t) = 0.

Очевидно, что собственным значением правой части является λ = 0, а про-

извольная константа x(t) = C, C ∈ R есть решение этого уравнения. Таким

образом у этого уравнения все решения периодические. Теперь добавим к

правой части некоторую нелинейную периодическую функцию

ẋ = ξ(t).

Рассмотрим сначала случай, когда ξ(t) ≡ 1. Тогда решения примут вид

x(t) = t + C, C ∈ R, т. е. периодических решений у этого уравнения не

будет. С другой стороны, если положить ξ(t) = cos t, то решения урав-

нения примут вид x(t) = sin t + C, C ∈ R, т. е. все решения являются

периодическими.
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Очевидно, что процедура линеаризации первого типа является частным

случаем процедуры линеаризации третьего типа и соответствует случаю

A = aI, где a ∈ R\{0}, I - единичная (n, n)-матрица, все условия, обеспе-

чивающие существование единственного ω-периодического решения задачи

(1.6), будут выполнены. Случай A = aI, a ∈ R соответствует простейшей

линеаризации как среди матричных линеаризаций, так и линеаризаций ви-

да a(t)I, где a(t) - скалярная функция.

Процедура линеаризации второго типа (1.3) связана со свойствами ли-

нейного неоднородного уравнение

ẋ(t) = a(t)x+ ξ(t), t ∈ R, (1.8)

где a(·) ∈ C(0)(R,R) и ξ(·) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодические функции.

Введем следующее обозначение

ā =
1

ω

∫ ω

0

a(τ)dτ. (1.9)

Переформулируем теорему 1.1 в терминах функции a(t).

Теорема 1.2 Для уравнения (1.8) существует единственное ω-периодическое

решение тогда и только тогда, когда справедливо условие

ā =
1

ω

∫ ω

0

a(τ)dτ 6= 0.� (1.10)

Доказательство. Докажем необходимость и достаточность условия су-

ществования единственного ω-периодического решения.

Достаточность. Пусть выполнены условия (1.10). Легко видеть, что

любое решение уравнения (1.8) может быть представлено в виде

x(t) = e
∫ t
0 a(τ)dτx(0) + e

∫ t
0 a(τ)dτ

∫ t

0

e−
∫ τ
0 a(s)dsξ(τ)dτ. (1.11)
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Учитывая предложение 1.1, для любого периодического решения выпол-

нено равенство x(0) = x(ω). Получаем, что для периодического решения

начальное значение x(0) будет принимать значение

x(0) = (1− e
∫ ω
0 a(τ)dτ )−1e

∫ ω
0 a(τ)dτ

∫ ω

0

e−
∫ τ
0 a(s)dsξ(τ)dτ. (1.12)

Легко видеть, что в силу условия (1.10) такое решение существует и оно

единственно.

Необходимость. Пусть существует единственное ω-периодическое ре-

шение. Такое решение имеет вид (1.11). В силу условия ω-периодичности

получаем представление для начального значения x(0)

(1− e
∫ ω
0 a(τ)dτ )x(0) = e

∫ ω
0 a(τ)dτ

∫ ω

0

e−
∫ τ
0 a(s)dsξ(τ)dτ.

Из условия единственности ω-периодического решения и будет следовать

справедливость условия (1.10). �

Линеаризация первого типа, как ранее отмечалось, является частным

случаем линеаризаций второго типа и третьего типов и связана со свой-

ствами линейного неоднородного уравнения

ẋ(t) = ax+ ξ(t), t ∈ R, (1.13)

где ξ(.) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодическая функция, является частным слу-

чае как уравнения (1.6), так и уравнения (1.8). Сформулируем следствие

теоремы 1.2.

Следствие 2 Уравнение (1.13) имеет единственное ω-периодическое ре-

шение тогда и только тогда, когда a 6= 0. �
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1.1.3 Оператор периодических решений

Пусть выполнены условия, обеспечивающие существование и единствен-

ность ω-периодического решения для линейного неоднородного уравне-

ния (1.7), либо (1.8). В этом случае можно ввести линейный оператор P,

который каждой ω-периодической функции ξ(.) ∈ C(0)(R,Rn) из правой

части уравнения (1.6), либо (1.8) ставит в соответствие единственное ω-

периодическое решение x(.) ∈ C(1)(R,Rn)

P : C(0)(R,Rn)→ C(1)(R,Rn), Pξ(.) = x(.). (1.14)

При каждом k = 0, 1, ... определим пространства

C(k),n
ω =

{
x(.) ∈ C(k)([0, ω],Rn)

∣∣∣, x(j)(0) = x(j)(ω), j = 0, ..., k
}
.

Норму в этих пространствах введем такую же как в C(k)([0, ω],Rn). В част-

ности, для k = 0 и k = 1 норма будет считаться по правилу

‖x(.)‖C(0),n
ω

= max
t∈[0,ω]

‖x(t)‖Rn , (1.15)

‖x(.)‖C(1),n
ω

= max{max
t∈[0,ω]

‖x(t)‖Rn , max
t∈[0,ω]

‖ẋ(t)‖Rn}. (1.16)

В силу предложения 1.1, оператор периодических решений P находится

во взаимно однозначном соответствии со своим ограничением на интервал

[0, ω], которая имеет вид

P̂ : C(0),n
ω → C(1),n

ω , P̂ξ̂(.) = x̂(.). (1.17)
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Пусть J : C(1),n
ω → C(0),n

ω оператор естественного вложения. В дальней-

шем, под оператором периодических решений будем подразумевать линей-

ный оператор J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω . Очевидно, что действие оператора J P̂

является взаимооднозначным.

1.2 Простейшая линеаризация, не зависящая от вре-

мени

В этом подразделе будет изучаться простейшая линеаризация уравнения

(1.2). Приведем это уравнение еще раз

ẋ(t) = ax+ f(t, x), t ∈ R, (1.18)

где a ∈ R\{0} и f(.,. ) ∈ C(0)(R× Rn,Rn) - ω-периодическая по времени

функция.

1.2.1 Оценка нормы оператора периодических решений

Рассматривается ограничение линейного неоднородного уравнения (1.13)

на [0, ω]

˙̂x(t) = ax̂+ ξ̂(t), t ∈ [0, ω], (1.19)

где ξ̂(t) = ξ(t) при t ∈ [0, ω]. Будем изучать решения x̂(.) этого уравнения,

принадлежащие пространству C(1),n
ω . Очевидно, что x̂(.) = J P̂[ξ̂(.)].

Определим норму оператора J P̂ для уравнения (1.19).

21



Теорема 1.3 Оператор J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω является непрерывным. Более

того, норма такого оператора J P̂ равна 1/|a|. Причем равенство

‖J Pξ̂(·)‖C(0),n
ω

= 1/|a| достигается, в частности, при ξ̂(·) ≡ 1.

Доказательство.

На первом этапе покажем, что ‖J P̂‖ ≥ 1/|a|. Для этого в качестве нели-

нейного слагаемого ξ̂(.) ∈ C(0),n
ω правой части уравнения (1.19) рассмотрим

функцию тождественно равную вектору ê1 ∈ Rn, ê1 = (1, 0, ..., 0)′. Тогда

единственным периодическим решением уравнения (1.19) будет функция

x̂(.), у которой первая координата тождественно равна −1/a, а все осталь-

ные тождественно равны 0. Из этого и из того, что ‖ξ̂(.)‖C(0),n
ω

= ‖ê1‖C(0),n
ω

=

1, ‖x̂(.)‖C(0),n
ω

= 1/|a|, следует, что ‖J P̂‖ ≥ ‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),n
ω

= ‖J P̂ê1‖C(0),n
ω

=

‖x̂(.)‖C(0),n
ω

= 1/|a|.

Теперь покажем, что ‖J P̂‖ ≤ 1/|a|. Предположим обратное. Пусть су-

ществует некоторая функция ξ̂(.) ∈ C(0),n
ω , ‖ξ̂(.)‖C(0),n

ω
= 1, для которой

‖P̂ξ̂(.)‖C(0),n
ω

> 1/|a|. Обозначим через x̂(.) ∈ C(0),n
ω результат воздействия

оператора J P̂ на ξ̂(.) (т.е. x̂(.) = J P̂ξ̂(.) и при этом ‖x̂(.)‖C(0),n
ω

> 1/|a|).

Отметим, что фактической областью определения оператора J P̂ является

пространство C(1),n
ω , поэтому x̂(.) ∈ C(1),n

ω . Тогда из свойств этого простран-

ства следует, что во всех точках t ∈ [0, ω], где ‖x̂(t)‖Rn = ‖x̂(.)‖C(0),n
ω

также

справедливо условие ( ˙̂x(t), x̂(t))Rn = 0. В этом случае, справедлива следу-

ющая оценка

1 = ‖ξ̂(.)‖2

C(0),n
ω

= ‖ ˙̂x(t)− ax̂(t)‖2

C(0),n
ω
≥ ‖ ˙̂x(t)− ax̂(t)‖2

Rn =

‖ ˙̂x(t)‖2
Rn − 2a( ˙̂x(t), x̂(t))Rn + a2‖x̂(t)‖2

Rn = ‖ ˙̂x(t)‖2
Rn + a2‖x̂(.)‖2

C(0),n
ω

. (1.20)
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Так как ‖x̂(.)‖C(0),n
ω

> 1/a, то приходим к противоречию с (1.20). Следова-

тельно, ‖J P̂‖ = 1/|a|. �

1.2.2 Уравнение с нелинейным слагаемым и простейшей линеа-

ризацией

В данном разделе будут получены условия, обеспечивающие существова-

ние и единственность периодических решений для нелинейного дифферен-

циального уравнения (1.1), в котором g(.) ∈ C(0)(R × Rn,Rn) является ω-

периодической функцией. Такие условия будут получены с помощью про-

стейшей линеаризации (1.18). Если функция g(.) из уравнения (1.1) удо-

влетворяет условию Липщица (1.5) с константой Lg, то в уравнении (1.18)

функция f(t, x) = g(t, x)−ax также будет удовлетворять условию Липщица

с некоторой константой Lf

‖f(t, x1)− g(t, x2)‖Rn ≤ Lf‖x1 − x2‖Rn .

С каждой линеаризацией уравнения (1.1) связана линейная неоднородная

система (1.13)

ẋ(t) = ax+ ξ(t), t ∈ R,

где ξ(.) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодическая функция. В свою очередь, если

выполняются условия следствия 2, т.е. a 6= 0, то корректно определен опе-

ратор J P̂. Определим оператор

F : C(0)(R,Rn) → C(0)(R,Rn), F[x(.)](t) = f(t, x(t)), t ∈ R. (1.21)
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Ограничение этого оператора на функции определенные на отрезок [0, ω]

будет обозначаться через F̂

F̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω ,

F̂[x̂(.)](t) = f(t, x̂(t)), t ∈ [0, ω]. (1.22)

Теорема 1.4 Если выполняется условие

Lf
|a|

< 1, (1.23)

то для уравнения (1.18) (соответственно, для уравнения (1.1)) суще-

ствует ω-периодическое решение x(.) и x(.) ∈ C(1)(R,Rn). Такое реше-

ние является единственным. Более того, для любой исходной функции

x̂0(.) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(.) = (J P̂F̂)k[x̂0(.)] стремится к функ-

ции x̂(.) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
ω
≤
(Lf
|a|

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

ω
, (1.24)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее пери-

одического продолжения на всю числовую ось R. �

Доказательство. В пространстве C(0),n
ω определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂(.)])(.) = x̂(.). (1.25)

В силу предложения 1.1, продолжение по периодичности ω на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (1.25) задает периодическое решение

уравнения (1.18) (соответственно, уравнения (1.1) ) и наоборот. Так как
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g(.) ∈ C(0)(R×Rn,Rn), то каждое решение уравнения (1.25) будет принад-

лежать пространству C(1),n
ω .

Из условия Липшица для функции f(.) следует неравенство

‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω
≤ Lf‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),n

ω
.

В силу теоремы 1.3, для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),n
ω справедлива следующая

цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ(.)]− J P̂F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω

= ‖J P̂(F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)])‖C(0),n
ω

=

≤ ‖J P̂‖ ‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω
≤ Lf
|a|
‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),n

ω
. (1.26)

Следовательно получаем, что при Lf/|a| < 1 отображение J P̂F̂ будет сжи-

мающим и существует единственная неподвижная точка x̂(.) ∈ C(0),n
ω этого

отображения. Решение x(.) исходного уравнения (1.18) (и (1.1)) из про-

странства C(1)(R,Rn) легко получить периодическим продолжением функ-

ции x̂(.) на всю числовую ось.

Оценка сходимости (1.24) также легко получается из приведенной по-

следовательности неравенств. Теорема доказана. �

Следствие 3 Если функция f(t, x) из уравнения (1.18) принадлежит клас-

су C(1)(R×Rn,Rn) и для нее выполнено условие
∥∥∥∂f∂x∥∥∥Rn < γ, то при усло-

вии γ/|a| < 1 существует единственное ω-периодическое решение. �

Полученный результат является достаточным, но не необходимым усло-

вием существования единственного ω-периодического решения.

Далее будет рассмотрен пример, иллюстрирующий итерационное при-

менение оператора J P̂F̂.
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Пример. В качестве примера изучим следующее простое уравнение

ẋ(t) = ax+ x, t ∈ R, a ∈ R\{0,−1}.

Известно, что любое решение этого уравнения имеет вид x(t) = x(0)e(a+1)t,

где x(0) ∈ R. Очевидно, единственным периодическим решением является

функция x(t) ≡ 0.

Посмотрим, какой результат даст изложенный в данной работе подход.

В силу того, что F̂[x̂(.)] = x̂(.), то ‖F̂‖ = 1 для произвольного ω > 0. Таким

образом, ‖J P̂F̂‖ = 1/|a| для любого ω > 0. Следовательно, если |a| > 1, то

оператор J P̂F̂ является сжимающим отображением, неподвижной точкой

которого является периодическая функция. Тогда для любого x̂0(.) ∈ C(0),n
ω

пределом последовательности {x̂k(.) = (J P̂F̂)k[x̂0(.)]}k∈N является периоди-

ческое решение исходного уравнения.

Можно в этом убедиться непосредственной проверкой. Положим x̂0(.) ≡

1, тогда, чтобы найти x̂1(.) = J P̂F̂[1], необходимо рассмотреть уравнение

˙̂x(t) = ax̂(t) + 1 и найти единственное периодическое решение. Очевид-

но, x̂1(.) = J P̂F̂[1] = J P̂[1] = −1/a. Аналогично можно получить x̂2(.) =

J P̂F̂[x̂1(.)] = P̂[−1/a] = 1/a2. Таким образом, x̂k(.) = (J P̂F̂)k[1] = (−1)k/ak,

т.е. при |a| > 1 пределом последовательности является функция x̂(.) ≡ 0,

что и требовалось показать.

С другой стороны, видно, что при |a| < 1 у исходного уравнения ре-

шение x̂(.) ≡ 0 остается единственным периодическим решением, однако

изложенный здесь метод его не выявляет. Для того, чтобы получить нуж-

ный результат, необходимо данное уравнение представить в несколько из-
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мененном виде. А именно, в качестве одного из вариантов можно поменять

местами слагаемые ax̂(t) и x̂(t) и обозначить a как b, при этом положив

a = 1. В результате получается следующее уравнение

ẋ(t) = ax+ bx, t ∈ R, b ∈ (−1, 1)\{0}, a = 1.

Отсюда видно, что в таком представлении оператор F̂ определяется как

F̂[x̂(.)] = bx̂(.), |b| < 1 и b 6= 0. Таким образом, видно, что ‖J P̂F̂‖ =

|b|/a = |b| < 1, т.е. в этом случае также можно получить единственное

ω-периодическое решение x̂(.) ≡ 0, применяя оператор J P̂F̂ итерационно.

�

Приведенный пример наглядно демонстрирует, что рассматриваемый

подход требует корректного разбиения правой части некоторого изучаемо-

го дифференциального уравнения на ax(t) и f(t, x(t)) так, чтобы итераци-

онно можно было получить единственное периодическое решение. Таким

образом, возникает вопрос, существует ли в принципе такая константа a,

которая обеспечила бы сходимость итерационного метода и, если существу-

ет, то как выбрать эту константу наилучшим образом. В дальнейшем будут

приведены ответы на поставленные вопросы для одномерного случая.

1.2.3 Наилучшее значение константы aopt в одномерном случае

Для того, чтобы ответить на поставленный вопрос, рассматривается диф-

ференциальное уравнение общего вида (1.1) в одномерном случае

ẋ(t) = g(t, x), t ∈ R, (1.27)
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где g(t, x) ∈ C(0)(R× R,R) - ω-периодическая по времени. Поскольку пра-

вая часть уравнения удовлетворяет условию Липшица (1.5) с константой

Lg > 0, можно ввести в рассмотрение понятия верхней и нижней константы

Липшица Lg1 и Lg2, соответственно.

Определение. Верхней и нижней константами Липшица одномерной функ-

ции g(t, x) называются такие величины Lg1 и Lg2 из R (Lg1 ≤ Lg2), для ко-

торых при любом t ∈ [0, ω] и произвольных x1 и x2 (x1 ≤ x2) выполняются

неравенства

Lg1(x2 − x1) ≤ g(t, x2)− g(t, x1) ≤ Lg2(x2 − x1).�

Очевидно, Lg1 ≥ −L, Lg2 ≤ L и L = max{|Lg2|, |Lg1|}. Таким образом,

если в правой части рассматриваемого дифференциального уравнения вы-

членить слагаемое ax(t), то неравенство (1.23), определяющее возможность

сходимости рассматриваемого итерационного метода, примет вид

max [ |Lg2 − a|, |Lg1 − a| ]
|a|

< 1.

Легко убедиться, что если Lg1Lg2 ≤ 0, то это неравенство никогда не бу-

дет выполняться и отображение J P̂F̂ не будет сжимающим, т.е. гарантиро-

вать существование единственного периодического решения нельзя. Если

Lg1Lg2 > 0, то при определенных значениях a это неравенство будет спра-

ведливым. Можно найти оптимальное с точки зрения оценки сходимости

(1.23) значение этой константы. Для этого необходимо минимизировать по

параметру a величину

Lf
|a|

=
max [ |Lg2 − a|, |Lg1 − a| ]

|a|
.
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Такая задача эквивалентна нахождению решения уравнения

|Lg2 − a|
|a|

=
|Lg1 − a|
|a|

,

разрешив которое, получим aopt = (Lg1 +Lg2)/2. В итоге, учитывая приве-

денные рассуждения, можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 1.5 Пусть для верхней и нижней констант Липшица Lg1 и

Lg2 функции g(.,. ) из одномерного уравнения (1.27) выполняется неравен-

ство Lg1Lg2 > 0. Тогда существуют такие константы a, для которых

выполнено неравенство Lf/|a| < 1 и, в силу теоремы 1.4, для уравнения

(1.27) существует ω-периодическое решение x(.) и x(.) ∈ C(1)(R). Такое

решение является единственным. Более того, для любой исходной функ-

ции x̂0(.) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(.) = (J P̂F̂)k[x̂0(.)] стремится к

функции x̂(.) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
ω
≤
(Lf
|a|

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

ω
, (1.28)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее пери-

одического продолжения на всю числовую ось R. Величина Lf/|a| будет

достигать своего минимального значения (т.е. итерационный метод бу-

дет сходиться быстрее всего) при a = (Lg1 + Lg2)/2. �

Нетрудно видеть, что для функции g(t, x) из пространства C(1)(R×R,R)

условие Lg1Lg2 > 0 эквивалентно тому, что производная функции g(t, x) по

второму аргументу должна быть либо строго положительной, либо строго

отрицательной при всех t ∈ [0, ω]. Таким образом, на основе этой теоремы

можно сформулировать важное следствие.
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Следствие 4 Пусть функция g(t, x) из одномерного уравнения (1.27) удо-

влетворяет условию Липшица (1.5), принадлежит пространству

C(1)(R×R,R), а производная функции g(t, x) по второму аргументу либо

строго положительная, либо строго отрицательная при всех t ∈ [0, ω].

Тогда для уравнения (1.27) существует ω-периодическое решение. Такое

решение единственное. �

1.3 Простейшая линеаризация, зависящая от времени

В данном разделе будет проведена линеаризация, зависящая от времени,

то как это было сделано в уравнении (1.3). Приведем это уравнение еще

раз

ẋ(t) = a(t)x+ f(t, x), (1.29)

a(·) ∈ C(0)(R,R) - ω-периодическая функция, f(·, ·) ∈ C(0)(R× Rn,Rn) -

ω-периодическая по времени функция.

1.3.1 Оценка нормы оператора периодических решений

Для линейного неоднородного уравнения (1.8) оценим норму оператора пе-

риодических решений. Приведем ограничение этого уравнения на интервал

[0, ω]

˙̂x(t) = â(t)x̂+ ξ̂(t), t ∈ [0, ω], (1.30)

где â(t) = a(t) и ξ̂(t) = ξ(t) при [0, ω]. Будем изучать решения x̂(.) это-

го уравнения, принадлежащие пространству C(1),n
ω . Очевидно, что x̂(.) =

J P̂[ξ̂(.)].
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Тогда можно найти норму оператора J P̂ для уравнения (1.30), где опе-

ратор P̂ : C(0),n
ω → C(1),n

ω - оператор периодических решений, а оператор

J : C(1),n
ω → C(0),n

ω - оператор естественного вложения. Введем обозначения

ζ̂(t) = exp(

∫ t

0

â(τ)dτ − āt), t ∈ [0, ω], (1.31)

где ā определяется формулой (1.9).

Предложение 1.2 Если выполнено условие

ā =
1

ω

∫ ω

0

â(τ)dτ 6= 0,

то оператор J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω является непрерывным. Более того, нор-

ма такого оператора J P̂ равна

‖J P̂‖ = max
t∈[0,ω]

∣∣∣ζ̂(t)
(
eātȳ0 + eāt

∫ t

0

e−āτ
1

ζ̂(τ)
dτ
)∣∣∣ (1.32)

где ζ̂(·) определяется формулой (1.31), а ȳ0 определяется соотношением

ȳ0 = (1− eāω)−1eāω
∫ ω

0

e−āτ
1

ζ̂(τ)
dτ.

Доказательство. Не ограничивая общности, при доказательстве будем

предполагать, что уравнение (1.29) одномерно. То, что результат справед-

лив и для n-мерного случая, вытекает из того, что уравнение (1.30) может

быть разбито на n независимых одномерных уравнений.

Найдем ненулевые вещественные собственные значения оператора J P̂.

Для этого необходимо рассмотреть уравнение J P̂[x̂(.)] = λx̂(.) или, что то-

же самое, найти периодическое решение уравнения λ ˙̂x(t) = λâ(t)x̂ + x̂(t).

Решение имеет вид x̂(t) = exp(
∫ ω

0
â(τ)dτ + 1

λ
t). Очевидно, единственным
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ненулевым вещественным собственным значением является λ = −1/ā, а

соответствующая ему собственная функция есть функция ζ̂(·) определен-

ная формулой (1.31). Делая замену x̂(t) = ζ̂(t)ŷ(t), вместо уравнения (1.30)

рассматривается новое уравнение, но уже относительно ŷ(t). Учитывая,

что ζ̂(t) 6= 0 при всех t ∈ [0, ω] и ˙̂
ζ(t) = â(t)ζ̂(t) − āζ̂(t), такое уравнение

примет вид

˙̂y(t) = āŷ + φ̂(t),

где φ̂(t) = ξ̂(t)/ζ̂(t) ∈ C(0),1
ω . Относительно этого уравнения можно ввести

еще один оператор периодических решений J P̃ : C(0),1
ω → C(0),1

ω , J P̃[φ̂(.)] =

ŷ(.). Оператор J P̂ может быть выражен через новый оператор следующим

образом

J P̂ξ̂(·) = ζ̂(·)J P̃ ξ̂(·)
ζ̂(·)

.

Из теоремы 1.3 нетрудно получить, что норма оператора J P̃ будет до-

стигать максимальных значений при максимальном значении нормы ξ̂(·)

при условии ‖ξ̂(·)‖C(0),1
ω
≤ 1. Следовательно, норма оператора J P̃ своего

максимального значения будет достигать в частности при ξ̂(·) ≡ 1. Тогда,

используя формулу (1.11), можно получить значение нормы ‖J P̃φ̂(·)‖C(0),1
ω

при ξ̂(·) ≡ 1

‖J P̃φ̂(·)‖C(0),1
ω

= ‖J P̃ 1

ζ̂(·)
‖C(0),1

ω
= max

t∈[0,ω]

∣∣∣eātȳ0 + eāt
∫ t

0

e−āτ
1

ζ̂(τ)
dτ
∣∣∣,

где ȳ0 определяется формулой

ȳ0 = (1− eāω)−1eāω
∫ ω

0

e−āτ
1

ζ̂(τ)
dτ.
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В таком случае норма оператора J P̂ будет равна

‖J P̂‖ = max
t∈[0,ω]

∣∣∣ζ̂(t)
(
eātȳ0 + eāt

∫ t

0

e−āτ
1

ζ̂(τ)
dτ
)∣∣∣,

что и требовалось доказать. �

1.3.2 Уравнение с нелинейным слагаемым и простейшей линеа-

ризацией, зависящей от времени

В данном разделе будут получены условия, обеспечивающие существова-

ние и единственность периодических решений для нелинейного дифферен-

циального уравнения (1.1), в котором g(.) ∈ C(0)(R × Rn,Rn) является ω-

периодической функцией. Такие условия будут получены с помощью лине-

аризации вида (1.29). Если функция g(.) из уравнения (1.1) удовлетворяет

условию Липшица (1.5) с константой Lg, то в уравнении (1.18) функция

f(t, x) = g(t, x)− ax также будет удовлетворять условию Липшица с неко-

торой константой Lf

‖f(t, x1)− g(t, x2)‖Rn ≤ Lf‖x1 − x2‖Rn .

С каждой линеаризацией уравнения (1.1) связана линейная неоднородная

система (1.8)

ẋ(t) = a(t)x+ ξ(t), t ∈ R,

где a(.) ∈ C(0)(R,R) и ξ(.) ∈ C(0)(R,Rn) - ω-периодические функции. В свою

очередь, если выполняются условия теоремы 1.2, то корректно определен

оператор J P̂. Операторы F и F̂ будут определены по правилам (1.21) и

(1.22), соответственно. А именно,

F : C(0)(R,Rn) → C(0)(R,Rn), F[x(.)](t) = f(t, x(t)), t ∈ R,
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F̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω , F̂[x̂(.)](t) = f(t, x̂(t)), t ∈ [0, ω].

Теорема 1.6 Если выполняется условие

Lf‖J P̂‖ < 1, (1.33)

где ‖J P̂‖ определяется формулой (1.32), то для уравнения (1.29) (соот-

ветственно, для уравнения (1.1)) существует ω-периодическое решение

x(.) и x(.) ∈ C(1)(R). Такое решение является единственным. Более то-

го, для любой исходной функции x̂0(.) ∈ C(0),n
ω последовательность x̂k(.) =

(J P̂F̂)k[x̂0(.)] стремится к функции x̂(.) ∈ C(1),n
ω , справедлива оценка схо-

димости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
ω
≤
(
Lf‖J P̂‖

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

ω
, (1.34)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее пери-

одического продолжения на всю числовую ось R.

Доказательство. В пространстве C(0),n
ω определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂(.)])(.) = x̂(.). (1.35)

В силу предложения 1.1, продолжение по периодичности ω на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (1.35) задает периодическое решение

уравнения (1.29) (соответственно, уравнения (1.1) ) и наоборот. Так как

g(.) ∈ C(0)(R×Rn,Rn), то каждое решение уравнения (1.35) будет принад-

лежать пространству C(1),n
ω .
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Из условия Липшица для функции f(.) следует неравенство

‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω
≤ Lf‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),n

ω
.

В силу теоремы 1.2, для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),n
ω справедлива следующая

цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ(.)]− J P̂F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω

= ‖J P̂(F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)])‖C(0),n
ω

=

≤ ‖J P̂‖ ‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω
≤ Lf‖J P̂‖ ‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),n

ω
, (1.36)

где ‖J P̂‖ определяется формулой (1.32). Следовательно получаем, что при

Lf‖J P̂‖ < 1 отображение J P̂F̂ будет сжимающим и существует единствен-

ная неподвижная точка x̂(.) ∈ C(0),n
ω этого отображения. Решение x(.) ис-

ходного уравнения (1.29) (и (1.1)) из пространства C(1)(R,Rn) легко полу-

чить периодическим продолжением функции x̂(.) на всю числовую ось.

Оценка сходимости (1.34) также легко получается из приведенной по-

следовательности неравенств. Теорема доказана. �

Следствие 5 Если функция f(t, x) из уравнения (1.29) принадлежит клас-

су C(1)(R×Rn,Rn) и для нее справедливо неравенство
∥∥∥∂f∂x∥∥∥Rn < γ, то при

условии γ‖J P̂‖ < 1, где ‖J P̂‖ определяется соотношением (1.32), суще-

ствует единственное ω-периодическое решение. �

1.4 Матричная линеаризация

В данном разделе рассматривается матричная линеаризация (1.4), а имен-

но,

ẋ(t) = Ax+ f(t, x), t ∈ R, (1.37)
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где A - некоторая невырожденная (n, n)-матрица, такая, что все собствен-

ные значения действительны и все жордановы клетки при диагонализации

имеют единичную размерность, f(.,. ) ∈ C(0)(R× Rn,Rn) - ω-периодическая

по времени.

В случае n = 2 матрица A примет вид

A =

 a11 a12

a21 a22

 .

Для того, чтобы у такой матрицы все собственные значения были действи-

тельными и все жордановы клетки при диагонализации имели единичную

размерность, достаточно, чтобы для элементов aij, i, j = 1, 2 было спра-

ведливо неравенство

(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21) > 0. (1.38)

Основной задачей при любом из способов линеаризации является оцен-

ка нормы оператора периодических решений J P̂.

Предполагается, что функция f(t, x) = (f1(t, x), ..., fn(t, x))′ ∈ C(0)(R× Rn,Rn)

в правой части (1.37) удовлетворяет условию Липшица с константами li,j,

i, j ∈ {1, ..., n}. То есть, для любого i из {1, ..., n}, любого t ∈ R и любых

x1 = (x1
1, ..., x

1
n)′ и x2 = (x2

1, ..., x
2
n)′ из Rn выполняются неравенства

|fi(t, x1)− fi(t, x2)| ≤
n∑
j=1

li,j|x1
j − x2

j |. (1.39)

36



1.4.1 Оценка нормы оператора периодических решений

Рассматривается линейное неоднородное уравнение (1.6). Запишем его огра-

ничение на интервал [0, ω]

˙̂x(t) = Ax̂+ ξ̂(t), (1.40)

где все собственные значения λi, i = 1, n матрица A принадлежат R\{0},

размерности всех жордановых клеток при диагонализации равны 1, а ξ̂(·) ∈

C(0),n
ω .

В силу выполнения условий следствия 1 теоремы 1.1, оператор перио-

дических решений J P̂ : C(0),n
ω → C(0),n

ω определен корректно.

Норма в пространствах C(0),n
ω и C(1),n

ω определяется по правилам (1.15)

и (1.16), соответственно. Однако здесь нам придется изменить правило, по

которому будет вычисляться норма. Для этого норму относительно про-

странства Rn определим следующим образом

‖x‖Σ = m1|x1|+m2|x2|+ · · ·+mn|xn|, x ∈ Rn, (1.41)

где m1 = 1, mk > 0, k ∈ {2, 3, ..., n} - весовые параметры. В случае n =

1 эта норма совпадает с классической нормой ‖x‖Σ = |x|. Очевидно, новая

норма эквивалентна классической норме пространства Rn. Пространства

C(0),n
ω и C(1),n

ω с новой нормой обозначим как C(0),n
ω,Σ и C(1),n

ω,Σ , соответственно.

Нормы в этих пространствах примут следующий вид

‖x̂(.)‖C(0),n
ω,Σ

= max
t∈[0,ω]

‖x̂(.)‖Σ, (1.42)

‖x̂(.)‖C(1),n
ω,Σ

= max
{

max
t∈[0,ω]

‖x̂(t)‖Σ, max
t∈[0,ω]

‖ ˙̂x(t)‖Σ

}
. (1.43)
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Очевидно, новые пространства C(0),n
ω,Σ и C(1),n

ω,Σ также являются банаховыми

относительно новых норм.

Норма оператора J P̂ относительно новой нормы будет обозначаться как

|‖J P̂‖|Σ. Норму произвольного линейного оператора G, действующего в

пространстве Rn с нормой ‖.‖Σ, будет обозначаться также через ‖| G ‖|Σ.

Вернемся к рассмотрению линейного неоднородного уравнения (1.40). С

учетом спектральных свойств матрицы A, уравнение (1.40) можно предста-

вить в другом виде. Существует некоторая матрица Q = {qi,j}ni,j=1 (каждый

столбец матрицы Q−1 является собственным вектором матрицы A), такая,

что QAQ−1 окажется диагональной матрицей, причем на диагонали на-

ходятся собственные значения исходной матрицы A. Тогда, делая замену

ŷ(t) = Qx̂(t) и ζ̂(·) = Qξ̂(·), можно получить новое линейное неоднородное

уравнение

˙̂y = Λŷ + ζ̂(t), (1.44)

где Λ = QAQ−1 = diag({λi}ni=1) - диагональная (n, n)-матрица.

Введем в рассмотрение еще один оператор периодических решений, дей-

ствующий по правилу

P̃ : C(0),n
ω → C(1),n

ω , P̃ζ̂(·) = ŷ(·).

Учитывая, что x̂(·) = J P̂ξ̂(·), имеем

J P̂ξ̂(·) = x̂(·) = Q−1ŷ(·) = Q−1J P̃ζ̂(·) = Q−1J P̃Qξ̂(·).

Таким образом, получаем

J P̂ = Q−1J P̃Q.
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Тогда для нормы |‖J P̂‖|Σ справедлива оценка

|‖J P̂‖|Σ ≤ |‖Q−1‖|Σ|‖J P̃Q‖|Σ.

Таким образом, задача оценки |‖J P̂‖|Σ может быть сведена к задаче оценки

норм |‖Q−1‖|Σ и |‖J P̃Q‖|Σ.

Решим первую задачу. Задача нахождения нормы в Rn матрицы Q−1,

определенной по правилу (1.41), эквивалентна решению следующей опти-

мизационной задачи

‖Q−1η‖Σ → max
η

при условии

‖η‖Σ = |η1|+m2|η2|+ ...+mn|ηn| = 1.

Данная задача решается с помощью геометрических представлений. Нетруд-

но убедиться, что множество точек, для которых выполнено равенство

‖η‖Σ = 1, является 2n-угольником в пространстве Rn, при этом коорди-

наты вершин этого 2n-угольника {ηk}, k ∈ {1, 2, . . . , 2n} описываются сле-

дующим образом:

η2j−1
i =

{
1
mj
, если i = j

0, если i 6= j
, η2j

i =

{
− 1
mj
, если i = j

0, если i 6= j
, (1.45)

где j ∈ {1, ..., n}, i ∈ {1, ..., 2n}. Множество таких вершин обозначим

через M1 = {ηk}2n
k=1. Аналогично, в силу невырожденности матрицы Q−1

каждая линия уровня {η ∈ Rn| ‖Q−1η‖Σ = c}, соответствующая некото-

рой положительной константе c, представляет собой 2n-угольник. Причем,

при увеличении c происходит параллельный сдвиг всех сторон этого 2n-

угольника в сторону увеличения его объема. Тогда из приведенных рас-

суждений легко заключить, что максимальное значение c, при котором
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выполнено ‖η‖Σ = 1, будет достигаться в одной или нескольких точках

множества M1. Сформулировать данный результат в виде леммы.

Лемма 1.1 Норма оператора Q−1 имеет вид

|‖Q−1‖|Σ = max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ,

где M1 = {ηk}2n
k=1, а координаты точек ηk ∈ Rn определяются формулой

(1.45). �

Теперь найдем значение нормы |‖J P̃Q‖|Σ. Для этого вводится в рас-

смотрение следующее множество

Ω = {Qη ∈ Rn| ‖η‖Σ ≤ 1}. (1.46)

В силу невырожденности матрицы Q множество Ω представляет собой 2n-

угольник. Дополнительно черезM2 обозначим множество, состоящее из 2n

точек, которые являются вершинами этого многоугольника. Кроме этого

вводится в рассмотрение пространство C(0),n
ω,Σ (Ω)

C(0),n
ω,Σ (Ω) = {ξ̂(.) ∈ C(0),n

ω | ξ̂(t) ∈ Ω при ∀t ∈ [0, ω]}.

Теперь сформулируем следующее предложение.

Предложение 1.3 Значение нормы оператора |‖J P̃Q‖|Σ определяется со-

отношением

|‖J P̃Q‖|Σ = max
η∈M2

‖Λ−1η‖Σ,

где J P̃ = QJ P̂Q−1, M2 - множество точек, которые являются вершина-

ми 2n-угольника Ω (1.46).
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Доказательство. Рассматривается линейное неоднородное уравнение

(1.44). Необходимо оценить значение нормы |‖J P̃Q‖|Σ. Для этого нужно

решить следующую задачу максимизации

‖ŷ(·)‖C(0),n
ω,Σ

= ‖J P̃Qξ̂(·)‖C(0),n
ω,Σ
→ max

ξ̂(·)∈C(0),n
ω,Σ

при условии

‖ξ̂(·)‖C(0),n
ω,Σ
≤ 1.

Учитывая, что ζ̂(·) = Qξ̂(·) имеем

‖ŷ(·)‖C(0),n
ω,Σ

= ‖J P̃ζ̂(·)‖C(0),n
ω,Σ
→ max

ψ̂(·)∈C(0),n
ω,Σ

при условии

ζ̂(·) ∈ C(0),n
ω,Σ (Ω).

Решение задачи ŷ(·) = J P̃ζ̂(·) эквивалентно решению дифференциального

уравнения

˙̂y = Λŷ + ζ̂(t). (1.47)

Эта система может быть рассмотрена как n независимых уравнений

˙̂yi(t) = λiŷi(t) + ζ̂i(t), i = {1, ..., n}.

Из теоремы 1.3 легко заключить, что ‖ŷi(.)‖C(0),1
ω,Σ

будет достигать наиболь-

ших значений при такой ζ̂i(.) ∈ C(0),1
ω,Σ , при которой значение нормы ‖ζ̂i(.)‖C(0),1

ω,Σ

будет наибольшим. Причем, функция ζ̂(·) при этом может, в частности,

быть постоянной функцией. Таким образом, несложно показать, что нор-

ма оператора |‖J P̃Q‖|Σ будет достигаться в случае, когда функция ζ̂(·)

41



будет постоянной, равной одной из точек множества M2. Тогда имеем

|‖J P̃Q‖|Σ = max
η∈M2

‖Λ−1η‖Σ,

что и требовалось доказать. �

В итоге получается следующий результат.

Теорема 1.7 Оператор J P̂ : C(0),n
ω,Σ → C(0),n

ω,Σ является непрерывным. Более

того, справедлива следующая оценка

|‖J P̂‖|Σ ≤ max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ max
η∈M2

‖Λ−1η‖Σ, (1.48)

где M1 = {ηk}2n
k=1, координаты ηk ∈ Rn определяются по формуле (1.45),

M2 - множество точек, которые являются вершинами 2n-угольника Ω,

определенного в (1.46). �

1.4.2 Уравнение с нелинейным слагаемым. Случай n = 2.

Теперь можно вывести условия, которые обеспечат существование и един-

ственность периодических решений для уравнений вида (1.37) в случае

n = 2.

Уравнение (1.37) примет вид

ẋ(t) = Ax+ f(t, x), t ∈ R, (1.49)

где A - некоторая невырожденная (2, 2)-матрица, элементы которой удо-

влетворяют условию (1.38), а f(.,. ) ∈ C(0)(R× R2,R2) - ω-периодическая

по времени, которая имеет вид

f(t, z) = f(t, x, y) =

 f1(t, x, y)

f2(t, x, y)

 . (1.50)
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Относительно нормы ‖.‖Σ для функции f(t, x) для любого t ∈ R и лю-

бых x1 = (x1
1, x

1
2)′ и x2 = (x2

1, x
2
2)′ в силу условий Липшица (1.39), выполня-

ется оценка

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖Σ = ‖f(t, x1
1, x

1
2)− f(t, x2

1, x
2
2)‖Σ =

|f1(t, x1
1, x

1
2)− f1(t, x2

1, x
2
2)|+m2|f2(t, x1

1, x
1
2)− f2(t, x2

1, x
2
2)| ≤

l1,1|x1
1 − x2

1|+ l1,2|x1
2 − x2

2|+m2(l2,1|x1
1 − x2

1|+ l2,2|x1
2 − x2

2|) =

(l1,1 +m2l2,1)|x1
1 − x2

1|+ (l1,2 +m2l2,2)|x1
2 − x2

2| =

(l1,1 +m2l2,1)(|x1
2 − x2

1|+
l1,2 +m2l2,2
l1,1 +m2l2,1

|x1
2 − x2

2|).

Параметр m2 выбирается таким, чтобы коэффициент l1,2+m2l2,2
l1,1+m2l2,1

стал рав-

ным m2. Для этого необходимо разрешить квадратное уравнение

m2
2l2,1 +m2(l1,1 − l2,2)− l1,2 = 0. (1.51)

Решив это уравнение, получим

m2 =

√
D − (l1,1 − l2,2)

2l2,1
, (1.52)

где D = (l1,1 − l2,2)2 + 4l2,1l1,2. При этом, если l2,1 = 0, то

либо m2 = l1,2/(l1,1 − l2,2), если l1,1 > l2,2;

либо, если l1,1 ≤ l2,2, l1,1 можно увеличить так, что m2 будет принимать

любое положительное значение.

Таким образом, после определения m2 получаем

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖Σ = ‖f(t, x1
1, x

1
2)− f(t, x2

1, x
2
2)‖Σ ≤
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(l1,1 +m2l2,1)(|x1
1 − x2

1|+
l1,2 +m2l2,2
l1,1 +m2l2,1

|x2
1 − x2

2|) = (l1,1 +m2l2,1)‖x1 − x2‖Σ.

(1.53)

Операторы F и F̂ будут определены по правилам

F : C(0)(R,R2) → C(0)(R,R2), F[x(.)](t) = f(t, x(t)), t ∈ R.

Ограничение этого оператора на пространство функций, определенных на

отрезке [0, ω], будем обозначать через F̂

F̂ : C(0),2
ω,Σ → C(0),2

ω,Σ ,

F̂[x̂(.)](t) = f(t, x̂(t)), t ∈ [0, ω].

Теорема 1.8 Пусть A - невырожденная (2, 2)-матрица, для элементов

которой a11, a12, a21 и a22 выполнено условие (1.38)

(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21) > 0,

а параметр m2 определяется формулой (1.52). Если выполнено условие(
l1,1 +m2l2,1

)
max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ max
η∈M2

‖Λ−1Qη‖Σ < 1, (1.54)

где M1 = {ηk}2n
k=1, координаты ηk ∈ Rn определяются по формуле (1.45),

M2 - множество точек, которые являются вершинами 2n-угольника Ω,

определенного в (1.46), то существует ω-периодическое решение для урав-

нения (1.49) x(.) и x(·) ∈ C(1)(R). Такое решение является единственным.

Более того, для любой исходной функции x̂0(·) ∈ C(0),2
ω,Σ последователь-

ность x̂k(·) = (J P̂F̂)k[x̂0(·)] стремится к функции x̂(·) ∈ C(1),2
ω,Σ , справед-

лива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(·)](·)− x̂(·)‖C(0),2
ω,Σ
≤
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(
l1,1 +m2l2,1

)
max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ max
η∈M2

‖Λ−1Qη‖Σ ‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),2
ω,Σ

, (1.55)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее пери-

одического продолжения на всю числовую ось R.

Доказательство. В пространстве C(0),2
ω,Σ определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂(.)])(.) = x̂(.). (1.56)

В силу предложения 1.1, продолжение по периодичности ω на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (1.56) задает периодическое решение

уравнения (1.49) и наоборот. Так как правая часть уравнения (1.49) при-

надлежит пространству C(0)(R × R2,R2), то каждое решение уравнения

(1.56) будет принадлежать пространству C(1),2
ω,Σ .

Из условия Липшица (1.53) для функции f(.) получаем, что относи-

тельно оператора F̂ для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),2
ω,Σ справедливо неравенство

‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),2
ω,Σ
≤ (l1,1 +m2l2,1)‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),2

ω,Σ
.

Тогда, в силу теоремы 1.7, для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),2
ω,Σ справедлива следу-

ющая цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ(.)]− J P̂F̂[ẑ(.)]‖C(0),2
ω

= ‖J P̂(F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)])‖C(0),2
ω
≤

≤ ‖|J P̂‖|Σ ‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),2
ω
≤

≤
(
l1,1 +m2l2,1

)
max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ max
η∈M2

‖Λ−1Qη‖Σ ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),2
ω,Σ

.
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Следовательно получаем, что при выполнении условия (1.54) отображе-

ние J P̂F̂ будет сжимающим и существует единственная неподвижная точка

x̂(.) ∈ C(0),2
ω,Σ этого отображения. Решение x(.) исходного уравнения (1.49)

из пространства C(1)(R,R2) легко получить периодическим продолжением

функции x̂(.) на всю числовую ось.

Оценка сходимости (1.55) также легко получается из приведенной по-

следовательности неравенств. Теорема доказана. �

1.4.3 Уравнение с нелинейным слагаемым. Случай произвольного

n ∈ N.

Ранее были получены результаты для случая n = 2. Эти результаты могут

быть получены также для произвольного n ∈ N.

Будут получены условия, обеспечивающие существование и единствен-

ность периодических решений для нелинейного дифференциального урав-

нения (1.1), в котором g(.) ∈ C(0)(R × Rn,Rn) является ω-периодической

функцией. Такие условия будут получены с помощью линеаризации ви-

да (1.37). Функция f(.) уравнения (1.37) удовлетворяет условию Липшица

(1.39). В свою очередь, если выполняются условия теоремы 1.1 (следствия

1), то корректно определен оператор J P̂. Также как и в двумерном случае

операторы F и F̂ будут определены по правилам

F : C(0)(R,Rn) → C(0)(R,Rn), F[x(.)](t) = f(t, x(t)), t ∈ R,

F̂ : C(0),n
ω,Σ → C(0),n

ω,Σ , F̂[x̂(.)](t) = f(t, x̂(t)), t ∈ [0, ω].

С учетом условия Липшица (1.39) для функции f(t, x) относительно
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нормы ‖.‖Σ и для любых t ∈ R и любых x1 ∈ Rn и x2 ∈ Rn справедлива

следующая оценка

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖Σ = |f1(t, x1)− f2(t, x2)|+m2|f2(t, x1)− f(t, x2)|+ ...+

+mn|fn(t, x1)− fn(t, x2)| ≤
n∑
i=1

l1,i|x1
i − x2

i |+m2

n∑
i=1

l2,i|x1
i − x2

i |+ ...+mn

n∑
i=1

ln,i|x1
i − x2

i | =

=
( n∑
j=1

mjlj,1

)
|x1

1 − x2
1|+ ...+

( n∑
j=1

mjlj,n

)
|x1
n − x2

n| =

n∑
i=1

( n∑
j=1

mjlj,i

)
|x1
i − x2

i | =
( n∑
j=1

mjlj,1

)( n∑
i=1

∑n
j=1 mjlj,i∑n
j=1mjlj,1

|x1
i − x2

i |
)
.

Параметры mj, j = {2, ..., n} для нормы ‖.‖Σn должны быть такими, чтобы

они удовлетворяли системе n− 1 уравнений∑n
j=1mjlj,i∑n
j=1mjlj,1

= mi. (1.57)

Легко видеть, что, разрешая эти уравнения относительно mj, j = {2, ..., n},

можно получить квадратное уравнение, дискриминант которого всегда неот-

рицателен и поэтому всегда существует по крайней мере один положитель-

ный корень этого уравнения.

При таком выборе этих параметров получится следующая оценка

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖Σ ≤
( n∑
j=1

mjlj,1

)
‖x1(.)− x2(.)‖Σ. (1.58)

Теорема 1.9 Пусть A - невырожденная (n, n)-матрица, все собствен-

ные значения которой вещественны, жордановы клетки имеют единич-

ную размерность, а параметры mj, j ∈ {2, 3, ..., n} являются решениями
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системы из (n− 1) уравнений (1.57). Если выполнено условие( n∑
j=1

mjlj1

)
‖| Q−1 ‖|Σ max

η∈Mn

‖Λ−1η‖Σ < 1, (1.59)

где Mn - множество точек, которые являются вершинами 2n-угольника

Ω = {Qη ∈ Rn| ‖η‖Σ ≤ 1}, то существует ω-периодическое решение

для уравнения (1.37) (соответственно, для уравнения (1.1)) x(.) и x(·) ∈

C(1)(R). Такое решение является единственным. Более того, для любой

исходной функции x̂0(·) ∈ C(0),n
ω,Σ последовательность x̂k(·) = (J P̂F̂)k[x̂0(·)]

стремится к функции x̂(·) ∈ C(1),n
ω,Σ , справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(·)](·)− x̂(·)‖C(0),n
ω,Σ
≤

( n∑
j=1

mjlj1

)
‖| Q−1 ‖|Σ

(
max
η∈Mn

‖Λ−1η‖Σ

)
‖x̂0(·)− x̂(·)‖C(0),n

ω,Σ
, (1.60)

а периодическое решение x(.) индуцируется функцией x̂(.) путем ее пери-

одического продолжения на всю числовую ось R.

Доказательство. В пространстве C(0),n
ω,Σ определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂(.)])(.) = x̂(.). (1.61)

В силу предложения 1.1, продолжение по периодичности ω на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (1.61) задает периодическое решение

уравнения (1.37) и наоборот. Так как правая часть уравнения (1.37) при-

надлежит пространству C(0)(R × Rn,Rn), то каждое решение уравнения

(1.61) будет принадлежать пространству C(1),n
ω,Σ .
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Из условия Липшица (1.58) для функции f(.) получаем, что относи-

тельно оператора F̂ для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),2
ω,Σ справедливо неравенство

‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω,Σ
≤
( n∑
j=1

mjlj,1

)
‖ŷ(.)− ẑ(.)‖C(0),n

ω,Σ
.

Тогда, в силу теоремы 1.7, для любых ŷ(.), ẑ(.) ∈ C(0),n
ω,Σ справедлива следу-

ющая цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ(.)]− J P̂F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω,Σ

= ‖J P̂(F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)])‖C(0),n
ω,Σ
≤

≤ ‖J P̂‖ ‖F̂[ŷ(.)]− F̂[ẑ(.)]‖C(0),n
ω,Σ
≤

≤
( n∑
j=1

mjlj,1

)
max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ max
η∈M2

‖Λ−1η‖Σ ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),2
ω,Σ

.

Следовательно получаем, что при выполнении условия (1.59) отображе-

ние J P̂F̂ будет сжимающим и существует единственная неподвижная точка

x̂(.) ∈ C(0),n
ω,Σ этого отображения. Решение x(.) исходного уравнения (1.37)

из пространства C(1)(R,Rn) легко получить периодическим продолжением

функции x̂(.) на всю числовую ось.

Оценка сходимости (1.60) также легко получается из приведенной по-

следовательности неравенств. Теорема доказана. �

1.5 Области применения изучаемого метода поиска пе-

риодических решений.

В данном разделе рассматриваются несколько примеров, которые наглядно

показывают области применения изучаемого подхода. Важным является

последний пример этого раздела, который показывает, что тейлоровская
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линеаризация относительно известного периодического решения далеко не

всегда является наилучшей.

Для одномерных уравнений в случае простейшей линеаризации область

применения метода рассмотрена в теореме 1.5. Очевидно, однако, что про-

стейшая линеаризация является частным случаем выделения линейной ча-

сти в виде функции. Поэтому логично предположить, что выделение ли-

нейной части в виде функции может дать лучший результат по сравнению

с простейшей линеаризацией. Первый из приведенных ниже примеров это

наглядно демонстрирует.

Пример 1. Рассматривается уравнение вида

ẋ(t) =
1

2
x+ x cos t, t ∈ R.

Очевидно, что единственным периодическим решением этого уравнения

является тривиальная функция x(t) ≡ 0. Если применить теорему 1.5,

то легко видеть, что верхняя и нижняя константы Липшица будут равны

Lg1 = −1/2 и Lg2 = 3/2. Таким образом, при любом выделении триви-

альной линейной части периодическое решение найдено не будет. То есть

видно, что в теореме 1.5 сформулированы достаточные, но не необходимые

условия существования единственного ω-периодического решения.

С другой стороны, можно найти это решение путем выделения линей-

ной части, содержащей функцию. Рассмотрим следующий вариант выде-

ления такой линейной части

ẋ(t) = a(t)x+ 0, 1 cos t, t ∈ R.

где a(t) = 1
2
x(t) + 0, 9 cos t, f(t) = 0, 1 cos t. Очевидно, для функции f(.)
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константа Липшица Lf = 0, 1. Необходимо оценить норму оператора J P̂.

Проводя численные вычисления, получить ‖J P̂‖ = 5, 33. Следовательно,

коэффициент ‖J P‖Lf примет значение 0, 53. Таким образом, условия тео-

ремы 1.6 выполнены и исходное уравнение имеет единственное периодиче-

ское решение, которое можно получить итерационным путем.

Пример 2. В качестве еще одного примера рассмотрим уравнение вида

ẋ(t) = x cos t. Для правой части этого уравнения верхние и нижние кон-

станты Липшица будут равны Lg1 = −1 и Lg2 = 1, т.е. как и в предыдущем

случае, изложенный здесь метод не применим. При этом легко заметить,

что множество решений этого уравнения будет иметь вид x(t) = Cesin t, т.е.

все решения в данном случае являются 2π-периодическими (не выполнены

условия теоремы 1.1).

Пример 3. Рассмотрим уравнение вида ẋ(t) = (cos t+2)x. В этом случае

константы Липшица равны Lg1 = 1, Lg2 = 3 и, выбрав оптимальное aopt =

(Lg1 + Lg2)/2 = 2, можно успешно применить изложенный итерационный

метод.

Может возникнуть вопрос: не является ли тейлоровское выделение ли-

нейной части относительно периодического решения самым оптимальным

выделением линейной части с точки зрения оценки сходимости (1.24). Дей-

ствительно, если в качестве начальной функции x̂0(.) ∈ C(0),n
ω,Σ брать функ-

цию из некоторой достаточно близкой окрестности периодического реше-

ния x̂(.) ∈ C(0),n
ω,Σ , то такое разложение может быть оптимальным. Однако,

если в качестве x̂0(.) ∈ C(0),n
ω,Σ взять достаточно далекую от периодического

решения x̂(.) ∈ C(0),n
ω,Σ функцию, то может оказаться, что предложенный в
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теореме 1.4 итерационный подход не дать нужного результата, что пока-

зывает приведенный ниже пример.

Пример 4. Рассматривается уравнения вида (1.27), в котором функция

g(t, x) зависит только от второго аргумента, т.е. g(t, x) = g(x)

ẋ(t) = g(x), t ∈ R, (1.62)

где g(x) ∈ C(0)(R,R) имеет следующий вид

g(x) =


3x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

x, x ∈ [−1, 1]

3x− 2, x ∈ (1,+∞)

Легко видеть, что единственным решением уравнения (1.62) является функ-

ция тождественно равная нулю, т.е. x(t) ≡ 0. Очевидно, применив тейло-

ровское выделение линейной части относительно нулевого решения, урав-

нение (1.62) примет вид

ẋ(t) = x+ f1(x),

где f1(x) = g(x)− x. То есть функция f1(x) примет вид

f1(x) =


2x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

0, x ∈ [−1, 1]

2x− 2, x ∈ (1,+∞)

В качестве начальной функции x̂0(.) выбирается постоянная функция, ко-

торая лежит в пределах от −1 до 1. Легко убедиться, что метод, изложен-

ный в теореме 1.4, сойдется к нулевому решению за одну итерацию. Одна-

ко, если в качестве начальной функции взять также постоянную функцию,
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но уже лежащую в пределах от 2 до плюс бесконечности, то легко прове-

рить, что рассматриваемый итерационный метод будет уже расходиться и

нулевое решение найдено не будет.

С другой стороны, если использовать результат теоремы 1.5, учитывая,

что верхняя и нижняя константы Липшица принимают значения Lg1 = 1

и Lg2 = 3, линеаризованное уравнение будет иметь вид

ẋ(t) = 2x+ f2(x),

где f2(x) = g(x)− 1
2
(Lg1 +Lg2)x = g(x)−2x. Выпишем эту функцию в явном

виде

f2(x) =


x+ 2, x ∈ (−∞,−1)

−x, x ∈ [−1, 1]

x− 2, x ∈ (1,+∞)

Легко убедиться, что при любой начальной функции x̂0(.) из пространства

C(0),1
ω,Σ рассматриваемый итерационный метод будет сходиться к единствен-

ному периодическому решению x̂(t) ≡ 0.

В заключении главы отметим, что величины Lf/|a| в теоремах 1.4 и 1.5,

Lf‖J P̂‖ из теоремы 1.6 и левая часть неравенства (1.59) теоремы 1.9 и (1.54)

теоремы 1.8 не зависят от периода ω. Поэтому, полученное единственное

периодическое решение в случае автономных уравнений окажется стаци-

онарным состоянием. Такие решения гораздо легче получить приравняв

правую часть уравнения (1.1) к нулю. Таким образом, полученные резуль-

таты имеют ценность лишь в случае неавтономных уравнений.

Пример 5. Приведем пример использования функциональной нелиней-
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ной части. Рассматривается уравнение вида

ẋ(t) = 2 (1 + sin t)x+
cos t

1 + x2
.

Для этого уравнения выберем следующую фкнкциональную линейную часть

a(t) = 2 (1 + sin t).

Тогда f(t, x) = cos t
1+x2 . По формуле (1.32) численно определим значение нор-

мы ‖J P̂‖C(0),1
2π

‖J P̂‖C(0),1
2π

≈ 0, 38.

Также легко получить, что

Lf =
9

8
√

3
.

Таким образом имеем

Lf‖J P̂‖C(0),1
2π

≈ 0, 25.

Следовательно исходное уравнение имеет единственное 2π-периодическое

решение.
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2 Вопросы существования периодических ре-

шений для одномерных дифференциальных

уравнений n-го порядка

2.1 Постановка задачи

В данной главе будут изучаться одномерные дифференциальные уравне-

ния n-го порядка вида

x(n)(t) = g(t, x, ẋ, ..., x(n−1)), t ∈ R, (2.1)

где g(·) ∈ C(0)(R × Rn,R) - ω-периодическая по времени функция. Реше-

нием уравнения (2.1) называется всякая непрерывно-дифференцируемая

функция x(·), удовлетворяющая этому уравнению. Будут сформулирова-

ны условия существования и единственности периодического решения x(·)

уравнения (2.1), а также описана процедура построения такого решения.

Линеаризация правой части уравнения проводится следующим образом

x(n)(t) = an−1x
(n−1)(t) + ...+ a1ẋ(t) + a0x(t) + χ(t, x, ẋ, ..., x(n−1)), t ∈ R,

(2.2)

где χ(.) = g(.)−an−1x
(n−1)(t)−...−a1ẋ(t)−a0x(t). Коэффициенты a0, ..., an−1 ∈

R, должны удовлетворять специальным свойствам, о которых будет сказа-

но ниже.

Уравнение (2.2) сведем к системе n дифференциальных уравнений пер-

вого порядка. В этом случае выделенная линейная часть по сравнению
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с разделом 1.4 (Матричная линеаризация) будет иметь специальный вид,

что позволяет получить более уточненный результат.

Предполагается, что функция g(.) из уравнения (2.1), а соответственно

и функция χ(.) уравнения (2.2), удовлетворяет условию Липшица,

|χ(t, x1)− χ(t, x2)| ≤
n∑
i=1

li|x1
i − x2

i |. (2.3)

В этой главе будут изучаться условия, которые необходимо наложить

на матрицу A и функцию χ(·), чтобы для уравнения (2.2) (соответственно

уравнения (2.1)) обеспечить существование единственного ω-периодического

решения из класса непрерывно-дифференцируемых функций.

2.2 Сведение одномерного уравнения n-го порядка к

уравнению первого порядка размерности n

В данном разделе одномерное дифференциальное уравнение n-го порядка,

в правой части которого стоит функция, зависящая только от времени, бу-

дет сведено к n-мерному дифференциальному уравнению первого поряд-

ка специальным образом. Результаты будут уточнены также для случая

n = 2.

Рассматривается дифференциальное уравнение следующего вида

x(n)(t) + an−1x
(n−1)(t) + ...+ a0x(t) = ψ(t), t ∈ R, (2.4)

где ψ(·) ∈ C(0)(R,R) — ω-периодическая функция, коэффициенты a0, ..., an−1

из R такие, что при приведении уравнения (2.4) к n-мерному уравнению

первого порядка соответствующая матрица должна иметь действительные
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собственные значения, жордановы клетки которых должны иметь размер-

ность равную 1.

Приведем уравнение (2.4) к уравнению первого порядка размерности

n. Для этого сделаем замену x(t) = z1(t), ż1(t) = z2(t),..., żn−1(t) = zn(t) и

таким образом получим

ż1(t) = z2

ż2(t) = z3

...

żn(t) = −a0z1 − a1z3 − ...− an−1zn + ψ(t),

где ψ(·) ∈ C(0)(R,R).

Будем искать решение z(·) = (z1(·), ..., zn(·))′ из пространства C(1)(R,Rn).

В матричном виде это уравнение примет вид

ż(t) = Az + ξ(t), t ∈ R, (2.5)

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

−a0 −a1 · · · −αn−1 −an−1


, ξ(·) =


0

...

ψ(·)

 . (2.6)

Можно легко получить, что |detA| = |a0|. Поэтому параметр a0 должен

быть не равен 0. Параметры a0 ∈ R\{0}, a1, ..., an−1 ∈ R будут выбираться

такими, чтобы все собственные значения λ1, ..., λn были действительными

и жордановы клетки этих собственных значений имели единичную размер-

ность. В таком случае можно составить матрицу Q, i-ый столбец которой

является собственным вектором соответствующего собственного значения
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λi, i ∈ {1, ..., n}. Тогда матрица QAQ−1 будет диагональной матрицей с

собственными значениями λi, i ∈ {1, ..., n} на диагонали. Используя лемму

1.1, норма |‖Q−1‖|Σ определяется соотношением

|‖Q−1‖|Σ = max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ, (2.7)

где множество M1 состоит из 2n точек, определенных формулой (1.45).

Полученные результаты для n ∈ N уточним для случая n = 2.

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение следующего вида

ẍ(t) + a1ẋ(t) + a0x(t) = ψ(t), t ∈ R, (2.8)

где ψ(·) ∈ C(0)(R,R) — ω-периодическая функция.

Произведя соответствующую замену переменных, уравнение (2.8) пред-

ставим в следующем виде ẋ(t) = y

ẏ(t) = −a0x− a1y + ψ(t),
t ∈ R,

где ψ(·) ∈ C(0)(R,R). Будем искать решение z(·) = (x(·), y(·))′ из простран-

ства C(1)(R,R2). В матричном виде это уравнение примет вид

ż(t) = Az + ξ(t), t ∈ R, (2.9)

A =

 0 1

−a0 −a1

 , ξ(·) =

 0

ψ(·)

 . (2.10)

Легко видеть, что для невырожденности матрицы A необходимо выпол-

нение условия a0 6= 0. Изучим спектральные свойства такой матрицы. Для

этого найдем ее собственные значения

λ1 =
−a1 −

√
a2

1 − 4a0

2
, λ2 =

−a1 +
√
a2

1 − 4a0

2
. (2.11)
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Видно, что для того, чтобы у уравнения было два различных собственных

значения, величины a0 ∈ R\{0} и a1 ∈ R должны удовлетворять неравен-

ству

a2
1 − 4a0 > 0. (2.12)

Данное неравенство является аналогом условия (1.38).

Если это условие выполнено, то существует матрицаQ такая, чтоQAQ−1

будет диагональной матрицей с λ1 и λ2 на диагонали. Построим матрицы

Q−1 и Q, а также второй столбец q2 матрицы Q

Q−1 =

(
1

λ1

1

λ2

)
, Q =

(
λ2

λ2−λ1

− λ1

λ2−λ1

− 1
λ2−λ1

1
λ2−λ1

)
, q2 =

(
− 1
λ2−λ1

1
λ2−λ1

)
.

Первым столбцом матрицы Q−1 будет собственный вектор матрицы A, со-

ответствующий собственному значению λ1, вторым столбцом будет соб-

ственный вектор соответствующий собственному значению λ2. Тогда, ис-

пользуя лемму 1.1, можно определить норму матрицы Q−1 относительно

нормы |‖.‖|Σ

|‖Q−1‖|Σ = max
η∈M
‖Q−1η‖Σ = max

{
1 +m2|λ1|;

1

m2

+ |λ2|
}
, (2.13)

где множество M состоит из четырех точек (±1, 0)′ и (0,±1/m2)′ из R2.

2.3 Пространство периодических решений и оператор

периодических решений

Рассматривается линейное неоднородное уравнение (2.5). Запишем огра-

ничение этого уравнения на интервале [0, ω]

˙̂z(t) = Aẑ + ξ̂(t), t ∈ [0, ω], (2.14)
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где A — (n, n)-матрица, все собственные значения которой λi, i ∈ {1, ..., n}

принадлежат пространству R\{0} и размерности всех жордановых клеток

при диагонализации равны 1, а ξ̂(·) ∈ C(0),n
ω,Σ . Веса m2, ...,mn для нормы

пространства C(0),n
ω,Σ будут установлены ниже.

В силу ограничений, налогаемых на матрицу A, условия теоремы 1.1

(следствия 1) для уравнений (2.14) выполнены, т.е. в этом случае обеспе-

чивается существование и единственность ω-периодического решения для

линейного неоднородного уравнения (2.14). Тогда оператор периодических

решений

J P̂ : C(0),n
ω,Σ → C(0),n

ω,Σ , J P̂ξ̂(·) = ẑ(·)

определен корректно.

Так как дальше одномерное дифференциальное уравнение n-го порядка

будет приводиться к n-мерному уравнению первого порядка (в частности

n = 2), то в качестве функции ξ̂(·) в уравнении (2.14) нас будет интере-

совать не произвольные функции из класса C(0),n
ω,Σ , а функции следующего

вида

ξ̂(t) =



0

...

0

ξ̂n(t)


,

где ξ̂n(·) ∈ C(0),1
ω,Σ . Тогда определим подпространство таких функций фор-

мально, обозначив его через Dn.

Dn =
{
ξ̂(·) ∈ C(0),n

ω,Σ | ξ̂i(·) ≡ 0, i = {1, ..., (n− 1)}
}
.
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2.4 Оценка нормы оператора периодических решений

Нас будет интересовать оценка нормы оператора J P̂, индуцируемого урав-

нением (2.14), который действует из подпространства Dn во все простран-

ство C(0),n
ω,Σ . Другими словами, оценим значение следующей величины |‖J P̂|Dn‖|Σ.

Вернемся к рассмотрению уравнения (2.14). Подставляя в это уравне-

ние вместо функции ξ̂(·) из пространства C(0),n
ω,Σ функцию из подпростран-

ства Dn, а также учитывая спектральные свойства матрицы A, уравне-

ние (2.14) можно переписать в ином виде. А именно, как это делалось

в разделе 1.4 (Матричная линеаризация), существует некоторая матрица

Q = {qi,j}ni,j=1 (каждый столбец матрицы Q−1 является собственным векто-

ром матрицы A), такая, что QAQ−1 окажется диагональной матрицей, при-

чем на диагонали будут находиться собственные значения исходной мат-

рицы A. Сделаем замену ŷ(t) = Qẑ(t) и учитывая, что ξ̂(·) ∈ Dn, ζ̂(·) =

Qξ̂(·) = qnξ̂n(·), где qn — последний столбец матрицы Q, а ξ̂n(·) ∈ C(0),1
ω,Σ —

функция, являющаяся n-ой координатой ξ̂(·) ∈ Dn. В новых координатах

уравнение (2.14) примет вид

˙̂y(t) = Λŷ + ζ̂(t), t ∈ [0, ω], (2.15)

где Λ = QAQ−1 = diag ({λi}ni=1) — диагональная (n, n)-матрица.

Введем в рассмотрение еще один оператор периодических решений, дей-

ствующий по правилу

P̃ : C(0),n
ω,Σ → C(1),n

ω,Σ , P̃ζ̂(·) = ŷ(·).
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Учитывая, что ẑ(·) = J P̂ξ̂(·), имеем

J P̂ξ̂(·) = ẑ(·) = Q−1ŷ(·) = Q−1J P̃ζ̂(·) = Q−1J P̃Qξ̂(·).

Таким образом, получаем

J P̂ = Q−1J P̃Q.

Нас будет интересовать не сам оператор J P̂, а его ограничение на под-

пространство Dn, т.е. J P̂|Dn .

После воздействия матрицей Q подпространство Dn будет обладать

иной конструкцией. В новых координатах обозначим это подпространство

через D̃n и опишем его формально

D̃n =
{
ψ̂(·) ∈ C(0),n

ω,Σ | ψ̂(·) = Qφ̂(·) = qnφ̂n(·), φ̂(·) ∈ Dn
}
.

Нас интересует оценка нормы ‖|J P̂|Dn‖|Σ

|‖J P̂|Dn‖|Σ 6 |‖Q−1‖|Σ |‖J P̃Q|Dn‖|Σ = |‖Q−1‖|Σ |‖J P̃|D̃n‖|Σ.

Таким образом задачу оценки |‖J P̂|Dn‖|Σ можно свести к задаче оценки

норм |‖Q−1‖|Σ и |‖J P̃|D̃n‖|Σ = |‖J P̃Q|Dn‖|Σ. Оценка нормы |‖Q−1‖|Σ была

получена в лемме 1.1.

Оценим норму |‖J P̃|D̃n‖|Σ. Для этого рассмотрим каждое из n уравне-

ний преобразованного уравнения (2.15) в отдельности

˙̂yi(t) = λiŷi + ζ̂i(·), i ∈ {1, ..., n}, t ∈ [0, ω].

Учитывая, что ζ̂i(·) = qi,nξ̂n(·) это уравнение примет вид

˙̂yi(t) = λiŷi + qi,nξ̂n(·), i ∈ {1, ..., n}, t ∈ [0, ω]. (2.16)
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Из теоремы 1.3 видно, что максимальное по норме решение каждого из

таких уравнений, при условии ‖ξ̂(·)‖C(0),n
ω,Σ

= mn‖ξ̂n(·)‖C(0),1
ω,Σ
≤ 1, ξ̂(·) ∈ Dn,

будет достигаться, в частности, при ξ̂(·) ≡ (0, ..., 0, 1/mn)′. Тогда значение

нормы каждого из n решений будет равно ‖ŷi(·)‖C(0),1
ω,Σ

= |qi,n/λimn|, i ∈

{1, ..., n}. Таким образом заключаем, что норма оператора J P̃ ограничен-

ного на подпространстве D̃n будет достигаться при ζ̂(·) ≡ m−1
n qn и равна

эта норма

|‖J P̃|D̃n‖|Σ = m−1
n ‖J P̃qn‖Σ =

1

mn

(∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+m2

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+mn

∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣).
На основе проведенных рассуждений сформулируем следующую теоре-

му.

Теорема 2.1 Если все собственные значения λi, i ∈ {1, ..., n} матрицы A

уравнения (2.14) принадлежат пространству R\{0} и размерности всех

жордановых клеток при диагонализации равны 1, то это уравнение инду-

цирует ограниченный на подпространстве Dn оператор периодических ре-

шений J P̂|Dn, для нормы |‖J P̂|Dn‖|Σ которого справедлива следующая оцен-

ка

|‖J P̂|Dn‖|Σ 6 |‖Q−1‖|Σ|‖J P̃|D̃n‖|Σ = m−1
n |‖Q−1‖|Σ‖J P̃qn‖C(0),n

ω,Σ
=

= max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ

( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣), (2.17)

где матрица Q такая, что QAQ−1 = diag {λi}ni=1, qn - последний столбец

матрицы Q и множество M1 состоит из 2n точек, которые определя-

ются формулой (1.45). �
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Теперь можно привести оценку нормы оператора периодических реше-

ний |‖J P̂|D2‖|Σ для двумерного уравнения (2.9). Сформулируем следствие

приведенной теоремы.

Следствие 6 Норма оператора |‖J P̂|D2‖|Σ имеет следующую оценку

|‖J P̂|D2‖|Σ 6 |‖Q−1‖|Σ |‖J P̃|D̃2‖|Σ =

= max

{
1 +m2|λ1|;

1

m2

+ |λ2|
}

1

|λ2 − λ1|

(
1

m2

1

|λ1|
+

1

|λ2|

)
.� (2.18)

Отметим, что норма |‖Q−1‖|Σ оценивается по правилу (2.13).

2.5 Условия существования единственного периодиче-

ского решения для уравнений n-го порядка

В этом разделе будут получены условия, обеспечивающие существование и

единственность периодических решений для нелинейных уравнений вида

(2.1).

Рассмотрим уравнения (2.2). Это уравнение будет представлено как n-

мерное дифференциальные уравнения первого порядка и рассмотрено его

ограничение на отрезке [0, ω]

ż(t) = Az + f(t, z), (2.19)

где z(·) = (z1(·), z2(·), ..., zn(·))′ ∈ C(0),n
ω,Σ , A — (n, n)-матрица, определенная

формулой (2.6), функция f(t, z) принимает вид

f(t, z) =


0

...

χ
(
t, z1, z2, z3, · · · , zn

)
 . (2.20)
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Для нормы ‖·‖Σn определим параметрыm2, ...,mn. Для любых z1 = (z1
1 , ..., z

1
n)′

и z2 = (z2
1 , ..., z

2
n)′ из Rn и t ∈ [0, ω] в силу условия Липшица (2.3) будет

справедлива следующая оценка

‖f(t, z1)−f(t, z2)‖Σ = mn|χ(t, z1)−χ(t, z2)| ≤ mn(l1|z1
1−z2

1 |+l2|z1
2−z2

2 |+...+ln|z1
n−z2

n|).

Тогда положим

m2 =
l2
l1
> 0, m3 =

l3
l1
, · · · ,mn =

ln
l1
. (2.21)

При таком выборе m2, ...,mn получаем следующую оценку

‖f(t, z1)− f(t, z2)‖Σ ≤ ln‖z1 − z2‖Σ, (2.22)

для любых z1 и z2 из Rn. То есть для функции f(t, z) относительно вы-

бранной нормы, константа ln является константой Липшица.

Определим оператор

F̂ : C(0),n
ω,Σ → Dn, F̂[ẑ(·)](t) = f(t, ẑ(t)), t ∈ [0, ω],

где f(·, ·) определяется формулой (2.20).

Теорема 2.2 Пусть ω-периодическая функция χ(t, x, ẋ, ..., x(n−1)) ∈ C(0)(R×

Rn,R) в уравнении (2.2) удовлетворяет условию Липшица (2.3) с кон-

стантами li, i ∈ {1, ..., n}, а коэффициенты ai, i ∈ {0, ..., (n − 1)} вы-

браны так, что соответствующая матрица (2.6) имеет вещественные

собственные значения, жордановы клетки таких собственных значений

имеют единичную размерность, а mi, i = {2, ..., n} определяются по пра-

вилу (2.21). Если справедливо неравенство

ln max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ

( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣) < 1, (2.23)
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где матрица Q такая, что QAQ−1 = diag {λi}ni=1, qn - последний столбец

матрицы Q и множество M1 состоит из 2n точек, которые определя-

ются формулой (1.45), то существует ω-периодическое решение x(·) и

x(·) ∈ C(1)(R,R) уравнения (2.2) (соответственно, уравнения (2.1)). Та-

кое решение является единственным.

Более того, для любой начальной функции ẑ0(·) ∈ C(0),n
ω,Σ последова-

тельность ẑk(·) = (J P̂F̂)k[ẑ0(·)] стремится по норме C(0),n
ω,Σ к функции

ẑ(·) ∈ C(1),n
ω,Σ . Кроме этого, справедлива оценка сходимости

‖(JP̂F̂)k[ẑ0(·)](·)− ẑ(·)‖C(0),n
ω,Σ
≤

≤
{
ln max

η∈M1

‖Q−1η‖Σ

( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣)}k‖ẑ0(·)− ẑ(·)‖C(0),n
ω,Σ

.

(2.24)

При этом ω-периодическим решением x(·) ∈ C(1)(R,R) задачи (2.2) (со-

ответственно, задачи (2.1)) является продолжение на всю числовую ось

первой координаты ẑ1(·) ∈ C(1),1
ω,Σ функции ẑ(·) = (ẑ1(·), · · · , ẑn(·))′ ∈ C(1),n

ω,Σ .

Такое решение является единственным.

Доказательство. В пространстве C(0),n
ω,Σ определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂(.)])(.) = x̂(.). (2.25)

В силу предложения 1.1, продолжение по периодичности ω на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (2.25) задает периодическое решение

уравнения (2.19) (соответственно, уравнения (2.1) ) и наоборот. Так как

правая часть уравнения (2.19) принадлежит пространству C(0)(R×Rn,Rn),
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то каждое решение уравнения (2.25) будет принадлежать пространству

C(1),n
ω,Σ .

Величины m2, ...,mn выбираются по правилу (2.21). Тогда для операто-

ра F̂ при любых ŷ1(.), ŷ2(.) ∈ C(0),n
ω,Σ справедливо неравенство

‖F̂[ŷ1(.)]− F̂[ŷ2(.)]‖C(0),n
ω,Σ
≤ ln‖ŷ1(.)− ŷ2(.)‖C(0),n

ω,Σ
.

В силу теоремы 2.1, для любых ŷ1(·), ŷ2(·) ∈ C(0),n
ω,Σ выполняется следу-

ющая цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ1(.)]− J P̂F̂[ŷ2(.)]‖C(0),n
ω,Σ

= ‖J P̂(F̂[ŷ1(.)]− F̂[ŷ2(.)])‖C(0),n
ω,Σ
≤

≤ ‖|J P̂|Dn‖|Σ ‖F̂[ŷ1(.)]− F̂[ŷ2(.)]‖C(0),n
ω,Σ
≤

≤ max
η∈M1

‖Q−1η‖Σ

( 1

mn

∣∣∣q1,n

λ1

∣∣∣+
m2

mn

∣∣∣q2,n

λ2

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣qn,n
λn

∣∣∣) ln ‖ŷ1(.)− ŷ2(.)‖C(0),n
ω,Σ

.

Следовательно получаем, что при выполнении условия (2.23) отображе-

ние J P̂F̂ будет сжимающим и существует единственная неподвижная точка

ẑ(.) ∈ C(0),n
ω,Σ этого отображения. Решение x(·) исходного уравнения (2.1) из

пространства C(1)(R,Rn) получается периодическим продолжением на всю

числовую ось первой координаты ẑ1(·) вектор-функции ẑ(·) = (ẑ1(·), · · · , ẑn(·))′ ∈

C(1),n
ω,Σ .

Оценка сходимости (2.24) также легко получается из приведенной по-

следовательности неравенств. Теорема доказана. �
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2.6 Условия существования единственного периодиче-

ского решения для уравнений второго порядка

В этом разделе будет рассмотрен случай n = 2. Тогда уравнение (2.2)

окажется уравнением второго порядка

ẍ(t) + a1ẋ(t) + a0x(t) = χ0(t, x, ẋ), t ∈ R, (2.26)

где χ0(·, ·, ·) ∈ C(0)(R× R× R,R) — ω-периодическая по времени функция,

а для коэффициентов a0 ∈ R\{0} и a1 ∈ R справедливо неравенство a2
1 −

4a0 > 0 (условие (2.12)).

Запишем условия Липшица для функции χ0.

|χ0(t, x1, y1)− χ0(t, x2, y2)| 6 l1|x1 − x2|+ l2|y1 − y2|,

для любых x1, x2, y1, y2 ∈ R, t ∈ R, (2.27)

Постоянные l1 ≥ 0, l2 ≥ 0 являются константами Липшица.

Будут изучаться условия, которые необходимо наложить на a0, a1 и на

функцию χ0(·, ·, ·), чтобы для уравнения (2.26) обеспечить существование

единственного ω-периодического решения из класса непрерывно-диффе-

ренцируемых функций.

Рассмотрим уравнения (2.26), сразу представив его как двумерное диф-

ференциальные уравнения первого порядка

˙̂z(t) = Aẑ + f(t, ẑ), (2.28)

где матрица A — (2, 2)-матрица, определенная формулой (2.10), ẑ(·) =
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(ẑ1(·), ẑ2(·))′ ∈ C(0),2
ω,Σ , функция f(·, ·) принимает вид

f(t, ẑ) = f(t, ẑ1, ẑ2) =

 0

χ0(t, ẑ1, ẑ2)

 (2.29)

Для нормы ‖ · ‖Σ, определенной соотношением (1.41), весовой параметр

m2 положим равным

m2 =
l2
l1
> 0.

Тогда нетрудно видеть, что относительно такой нормы для функции f(·, ·),

в силу наличия условий Липшица (2.27), будет выполнено неравенство

‖f(t, ẑ1)− f(t, ẑ2)‖Σ =

= m2|χ0(t, ẑ1
1 , ẑ

1
2)− χ0(t, ẑ2

1 , ẑ
2
2)| 6 m2(l1|ẑ1

1 − ẑ2
1 |+ l2|ẑ1

2 − ẑ2
2 |) =

= m2l1(|ẑ1
1− ẑ2

1 |+
l2
l1
|ẑ1

2− ẑ2
2 |) = m2l1(|ẑ1

1− ẑ2
1 |+m2|ẑ1

2− ẑ2
2 |) = l2‖ẑ1− ẑ2‖Σ,

для любых ẑ1 = (ẑ1
1 , ẑ

1
2)′ и ẑ2 = (ẑ2

1 , ẑ
2
2)′ из R2. То есть для функции f(·, ·),

относительно выбранной нормы, константа l2 является константой Липши-

ца.

Условие (2.23) теоремы 2.2 в случае n = 2 примет вид

|‖J P̂|Dn‖|Σ l2 6 max

{
1 +m2|λ1|;

1

m2

+ |λ2|
}

1

|λ2 − λ1|

(
1

m2

1

|λ1|
+

1

|λ2|

)
l2 =

max

{
1 +

l2
l1
|λ1|;

l1
l2

+ |λ2|
}

1

|λ2 − λ1|

(
l1
|λ1|

+
l2
|λ2|

)
< 1.

Таким образом, для случая n = 2 теорема 2.2 может быть уточнена. Сфор-

мулируем ее.
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Теорема 2.3 Пусть ω-периодическая функция χ0(·, ·, ·) ∈ C(0)(R × R ×

R,R) уравнения (2.26) удовлетворяет условию Липшица (2.27) с констан-

тами l1 > 0 и l2 > 0, m2 = l2/l1, и пусть для параметров a0 ∈ R\{0} и

a1 ∈ R выполнено условие a2
1−4a0 > 0. Тогда если справедливо неравенство

max

{
1 +

l2
l1
|λ1|;

l1
l2

+ |λ2|
}

1

|λ2 − λ1|

(
l1
|λ1|

+
l2
|λ2|

)
< 1, (2.30)

где λ1,2 определяются по формуле (2.11), то существует единственное

ω-периодическое решение x(·) и x(·) ∈ C(1)(R,R) уравнения (2.26).

Более того, для любой начальной функции ẑ0(·) = (ẑ0
1(·), ẑ0

2(·))′ ∈ C(0),2
ω,Σ

последовательность ẑk(·) = (J P̂F̂)k[ẑ0(·)] стремится по норме C(0),2
ω,Σ к

единственному ω-периодическому решению ẑ(·) ∈ C(1),2
ω,Σ уравнения (2.28).

Более того, справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[ẑ0(·)]− ẑ(·)‖C(0),2
ω,Σ
6

{
max

{
1 +

l2
l1
|λ1|;

l1
l2

+ |λ2|
}

1

|λ2 − λ1|

(
l1
|λ1|

+
l2
|λ2|

)}k
‖ẑ0(·)− ẑ(·)‖C(0),2

ω,Σ
.

При этом ω-периодическим решением x(·) ∈ C(1)(R,R) задачи (2.26) явля-

ется продолжение на всю числовую ось первой координаты ẑ1(·) ∈ C(0),1
ω,Σ

функции ẑ(·) = (ẑ1(·), ẑ2(·))′ ∈ C(0),2
ω,Σ . Такое решение является единствен-

ным. �

В заключении этой главы отметим, что выражение, стоящее в левой

части неравенства (2.23) ( (2.30)) в теореме 2.2 (2.3), не зависит от периода

ω. Поэтому, полученное единственное периодическое решение в случае ав-

тономных уравнений окажется стационарным состоянием. Такие решения
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гораздо легче получить приравняв правую часть уравнения (2.1) к нулю.

Таким образом, полученные результаты имеют ценность лишь в случае

неавтономных уравнений.
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3 Вопросы существования периодических ре-

шений для функционально-дифференциаль-

ных уравнений с отклоняющимся аргумен-

том

3.1 Введение. Постановка задачи

В работе будет рассматриваться функционально-дифференциальное урав-

нение точечного типа

ẋ(t) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (3.1)

где функция g(·) ∈ C(k)(R×Rn×s,Rn), k ∈ {0, 1, ...} является 2π-периоди-

ческой по времени. Решением уравнения (3.1) называется всякая абсолют-

но непрерывная функция x(.), удовлетворяющая уравнению. Так как пра-

вая часть уравнения принадлежит пространству C(k)(R× Rn×s,Rn),

k ∈ {0, 1, ...}, то всякое решение x(·) будет принадлежать пространству

C(k+1)(R,Rn). Уравнение любого периода ω > 0 может быть очевидным

образом сведено к уравнению периода 2π. Будут сформулированы условия

существования и единственности 2π-периодического решения x(·) уравне-

ния (3.1) из класса C(2)(R), описан итерационный процесс построения та-

кого решения, а также указана скорость сходимости процесса. Важной осо-

бенностью полученных результатов является то, что условия сформулиро-

ваны в терминах правой части и они могут быть легко проверены. Для

формулировки таких результатов требуются дополнительные ограниче-
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ния. Это связано с тем, что в случае функционально-дифференциального

уравнения оценка (неулучшаемая оценка) нормы оператора периодическо-

го решения является проблематичным. Но при дополнительных условиях,

пользуясь методами теории рядов Фурье, удается в явном виде постро-

ить ограничение оператора периодического решения на подпространство

гладких функций. Таким образом, первое, правая часть должна быть из

класса C(1) (а не из класса C(0)) для того, чтобы разложение в ряд Фурье

было правомерным. Второе, нам потребуются дополнительные условия на

правую часть уравнения, которые будут гарантировать существование и

единственность решения соответствующей задачи Коши.

В силу того, что целью исследований являются 2π-периодические реше-

ния, то, не нарушая общности, можем считать, что все отклонения τ1, ..., τs

принадлежат [0, 2π). Действительно. Если отклонения таковы, что τj ∈

[2πk, 2π(k + 1)), j ∈ {1, ..., s}, k ∈ N, то вместо них можно положить

отклонения равные τ j = τj − 2πk. Если отклонения таковы, что τj ∈

[−2π(k + 1),−2πk), k ∈ N, то вместо них можно положить отклонения

равные τ j = τj + 2π(k + 1). Очевидно, что новое уравнение будет иметь те

же 2π-периодические решения, что и исходное.

Кроме этого будем полагать, что отклонения τ1, ..., τs удовлетворяют

условию соизмеримости. Это означает, что для любых τi, τj, i, j,∈ {1, ..., s}

должны существовать n1, n2 ∈ N∪{0} такие, что n1+n2 6= 0 и n1|τi| = n2|τj|.

Уравнение (3.1) может быть представлено в виде

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj) + f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (3.2)

73



где

aj ∈ R, τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s},

f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs))−
s∑
j=1

ajx(t+ τj),

и отклонения τ1, ..., τs являются соизмеримыми. Данная работа посвящена

изучению условий, накладываемых на aj, τj, j ∈ {1, ..., s} и f(·), ко-

торые обеспечивают существование и единственность 2π-периодического

решения.

Такой тип функционально-дифференциальных уравнений исследовал-

ся в работах автора монографии [9]. Получены условия, обеспечивающие

существование и единственность решения из специального класса функций

для задачи Коши

ẋ(t) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (3.3)

x(0) = x, x ∈ Rn. (3.4)

Условия, которым должна удовлетворять функция g(.) следующие

(I) g(·) ∈ C(k)(R× Rn×s,Rn), k ∈ {0, 1, ...};

(II) для всех t, xj и xj, j = {1, ..., s}

‖g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤M0(t) +M1

s∑
j=1

‖xj‖Rn , M0(.) ∈ C(0)(R,R),

‖g(t, x1, ..., xs)− g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤ Lg

s∑
j=1

‖xj − xj‖Rn .

Отметим, что второе неравенство является условием Липшица;
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(III) существует µ∗ ∈ R такое, что выражение

sup
i∈Z

M0(t+ i)(µ∗)|i|

для любого t ∈ R имеет конечное значение и как функция аргумента t

непрерывна;

(IV) существует µ∗ ∈ R такое, что семейство функций

g̃i,z1,...,zs(t) = g(t+ i, z1, ..., zs)(µ
∗)|i|, i ∈ Z, (z1, ..., zs) ∈ Rn×s

на любом конечном интервале равностепенно непрерывно.

Очевидно, что в силу периодичности функции g(·) правой части (3.1),

условия (III) будет выполняться автоматически, поэтому всюду далее бу-

дем считать, что µ∗ = 1.

Определим пространство

LnµC(k)(R) = {x(.)| x(.) ∈ C(k)(R,Rn), max
0≤r≤k

sup
t∈R
‖x(r)(t)e−δ|t|‖Rn < +∞, }

где k ∈ {0, 1, ...} и µ = e−δ.

Теорема 3.1 [9] Если функция g(.) удовлетворяет условиям (I)-(IV) и

для некоторого µ ∈ (0, µ∗) ∩ (0, 1) выполняется неравенство

Lg

s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1, (3.5)

то для любого x ∈ Rn существует решение x(.) ∈ LnµC(k)(R) задачи Коши

(3.3)- (3.4). Такое решение является единственным и, более того, принад-

лежит классу LnµC(k+1)(R) .�
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В случая, когда функция g(.) ∈ C(k)(R×Rn×s,Rn), k ∈ {0, 1, ...} в правой

части уравнения (3.3) является ω-периодической, мы можем переформули-

ровать данную теорему в виде следствия.

Следствие 7 [9] Пусть функция g(.) ∈ C(k)(R× Rn×s,Rn), k ∈ {0, 1, ...}

в уравнении (3.3) является ω-периодической по времени. Если функция

g(.) удовлетворяет условиям (II) и (IV) и для некоторого µ ∈ (0, 1) вы-

полняется неравенство (3.5), то для любого x ∈ Rn существует решение

x(.) ∈ LnµC(k)(R) задачи Коши (3.3)-(3.4). Такое решение является един-

ственным и, более того, принадлежит классу LnµC(k+1)(R). �

Рассмотрим пространство функций

Vµ∗(R× Rns,Rn) =
{
f(.) : f(.) удовлетворяет условиям (I)-(III)

}
.

Для всех функций из Vµ∗(R×Rns,Rn) параметр µ∗ ∈ R+ совпадает с соот-

ветствующей константой из условия (III). В пространстве Vµ∗(R×Rns,Rn)

можно ввести Липшицеву норму

‖g(·)‖Lip = sup
t∈R
‖f(t, 0, . . . , 0)e−δ

∗|t|‖Rn+

+ sup
t,z1,...,zs,z̄1,...,z̄s∈R×Rns×Rns

‖g(t, z1, . . . , zs)− g(t, z̄1, . . . , z̄s)‖Rn∑s
j=1 ‖zj − z̄j‖Rn

, µ∗ = e−δ
∗
.

Очевидно, что для функции g(·) ∈ Vµ∗(R × Rns,Rn) наименьшее значе-

ние константы M2 из условия Липшица (условие (II) данного параграфа),

совпадает со значением второго слагаемого в определении нормы f(.) . В

дальнейшем, говоря об условии Липшица, под константой M2 будем пони-

мать именно такое её наименьшее значение. Правую часть функционально-
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дифференциального уравнения точечного типа мы будем рассматривать

как элемент банахова пространства Vµ∗(R× Rns,Rn).

Чтобы указать на зависимость решения задачи Коши (3.3)-(3.4) от на-

чального значения x̄, а также от самой правой части g(.) функционально-

дифференциального уравнения, будем пользоваться обозначением x(t; t̄, x̄, g).

Под непрерывной зависимостью решения x(.) мы будем понимать его непре-

рывную зависимость по переменным t, ϕ, g ∈ R1 × Rn × Vµ∗(R× Rns,Rn).

Теорема 3.2 (теорема о "грубости") [9] В теореме 3.1 и следствии 7

решение основной задачи Коши (3.3)-(3.4) непрерывно зависит от пере-

менных t, x̄, g. �

В теореме 3.2 о непрерывной зависимости от начального условия x̄ и правой

части g(·) дифференциального уравнения можно сказать большее.

Замечание 1 [9] В теореме 3.2 решение, как элемент пространства LnµC(0)(R)

непрерывно зависит от x̄ и g(·). �

Так как в дальнейшем мы будем иметь дело исключительно с пери-

одическими функциями, когда это будет возможно вместо пространств

LnµC(k)(R) будут использоваться обычные пространства непрерывных функ-

ций C(k)(R,Rn), k ∈ {0, 1, ...}.
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3.2 Свойства периодических решений для линейного

однородного уравнения

Здесь будут установлены некоторые свойства для линейных функционально-

дифференциальных уравнений точечного типа, которые будут необходимы

в дальнейшем.

Рассмотрим однородное функционально-дифференциальное уравнение

точечного типа

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj), t ∈ R, (3.6)

где aj ∈ R, τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s}.

Нам следует описать область всех тех (a1, ..., as, τ1, · · · , τs) ∈ R × ... ×

R × [0, 2π) × ... × [0, 2π), при которых для однородного уравнения (3.6)

существует только лишь нулевое периодическое решение. Другими словами

сформулируем условия нерезонансности.

Лемма 3.1 Однородное уравнение (3.6) имеет единственное 2π-периоди-

ческое решение тогда и только тогда, когда для набора параметров

(a1, · · · as, τ1, · · · , τs) ∈ Rs× [0, 2π)× ...× [0, 2π) при всех k ∈ N одновременно

будут выполняться условия

s∑
j=1

aj 6= 0; |
s∑
j=1

aj cos kτj|+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj| 6= 0.

Такое 2π-периодическое решение является тривиальным. В противном

случае однородное уравнение (3.6) будет иметь бесконечное число 2π-пе-

риодических решений.
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Доказательство. Учитывая, что решения однородного уравнения (3.6),

в частности, принадлежат пространству C(1)(R,Rn), любая i-ая координа-

та i ∈ {1, ..., n} произвольного 2π-периодического решения на интервале

[0, 2π] может быть представлена в виде сходящегося ряда Фурье

xi(t) = αi,0 +
∞∑
k=1

αi,2k−1 cos kt+ αi,2k sin kt, i ∈ {1, ..., n}.

Подставим это представление в уравнение (3.6) и приравняем коэффици-

енты при соответствующих базисных функциях. Получим, что для любыхо

i ∈ {1, ..., n}, k = 1, 2, ... должны выполняться равенства

1 : −αi,0
s∑
j=1

aj = 0

cos kt : −αi,2k−1

s∑
j=1

aj cos kτj + αi,2k(k −
s∑
j=1

aj sin kτj) = 0

sin kt : αi,2k−1(−k +
s∑
j=1

aj sin kτj)− αi,2k
s∑
j=1

aj cos kτj = 0.

Следовательно, для существования ненулевого 2π-периодического решения

уравнения (3.6) необходимо и достаточно, чтобы, либо выполнялось равен-

ство
∑s

j=1 aj = 0, либо выполнялось равенство detAk = 0 для некоторого

k ∈ N, где

Ak =

 −
∑s

j=1 aj cos kτj k −
∑s

j=1 aj sin kτj

−k +
∑s

j=1 aj sin kτj −
∑s

j=1 aj cos kτj

 .

Легко видеть, что

detAk = (
s∑
j=1

aj cos kτj)
2 + (k −

s∑
j=1

aj sin kτj)
2,
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откуда и следует доказательство леммы.�

Если правая часть уравнения (3.6) состоит только из одного слагаемого,

т.е. имеет вид

ẋ(t) = ax(t+ τ), t ∈ R, (3.7)

то полученный результат может быть уточнен. В этом случае видно, что

detAk = a2 + k2 − 2ak sin kτ, k ∈ N и приведенное выражение может

равняться 0, если, либо a = k и sin kτ = 1, либо a = −k и sin kτ = −1.

На основе проведенных рассуждений сформулируем еще одну лемму. Для

этого введем в рассмотрение следующую систему множеств

Hk =
{

(a, τ)
∣∣∣ a = k, τ =

π

2k
+ 2π

j

k
, j ∈ {0, ..., k − 1}

}
,

H−k =
{

(a, τ)
∣∣∣ a = −k, τ =

3π

2k
+ 2π

j

k
, j ∈ {0, ..., k − 1}

}
, k ∈ N.

Лемма 3.2 Однородное уравнение (3.7) имеет единственное 2π-периоди-

ческое решение тогда и только тогда, когда a 6= 0 и набор параметров

(a, τ) ∈ R×[0, 2π) не принадлежит счетному множеству
⋃
k∈N(Hk∪H−k).

Такое решение является тривиальным. В противном случае уравнение

будет иметь бесконечное число 2π-периодических решений.�

3.3 Свойства периодических решений для линейного

неоднородного уравнения

Здесь будут приведены некоторые общие, хорошо известные для обыкно-

венных дифференциальных уравнений свойства периодических решений,

80



которые будут необходимы для дальнейших рассуждений. Аналогичные

результаты для обыкновенных дифференциальных уравнений изложены

в первой главе данной работы в разделе 1.1.2 (Свойства периодических

решений).

Для уравнения общего вида (3.1) сформулируем простое, но очень важ-

ное утверждение.

Предложение 3.1 Пусть выполнены условия следствия 7, тогда реше-

ние x(·) уравнения (3.1) является 2π-периодическим тогда и только то-

гда, когда для него выполняется равенство x(0) = x(2π).

Доказательство. Доказательство этого утверждения легко вытекает из

2π-периодичности функции g(·) по t и выполнения условия существования

и единственности решения задачи Коши (3.3)-(3.4) (Следствие 7). �

Перейдем к рассмотрению линейного неоднородного уравнения

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj) + ξ(t), t ∈ R, (3.8)

где aj ∈ R, τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s}, ξ(·) ∈ C(1)(R,Rn) - 2π-периоди-

ческая функция. Наряду с ним будем рассматривать также и соответству-

ющее линейное однородное уравнение

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj), t ∈ R. (3.9)

Условия (I)-(IV) для правых частей уравнений (3.8) и (3.9), очевидно,

будут выполнены. Определим константу

M = max
1≤j≤s

|aj|.
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Теорема 3.3 [1] Пусть для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

(3.5), принимающее вид

M
s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1.

Тогда, чтобы для неоднородного уравнения (3.8) существовало единствен-

ное 2π-периодическое решение, необходимо и достаточно, чтобы един-

ственным 2π-периодическим решением однородного уравнения (3.9) была

функция, тождественно равная нулю.

Доказательство. Прежде чем приступить к доказательству, введем в

рассмотрение матрицу фундаментальных решений φ(t). Она является ре-

шением матричного уравнения с начальным условием

φ̇(t) =
s∑
j=1

ajφ(t+ τj), t ∈ R,

φ(0) = I.

Существование такой матрицы фундаментальных решений вытекает из

следствия 7. В силу того же следствия 7, любое решение однородного урав-

нения (3.9) представимо в виде x(t) = φ(t)x(0), а произвольное решение

неоднородного уравнения (3.8) имеет представление x(t) = φ(t)x(0) + ψ(t),

где ψ(t) -частное решение уравнения (3.8) с начальными условиями ψ(0) =

0. Используя это, приступим непосредственно к доказательству теоремы.

Достаточность. Пусть тривиальное решение является единственным

2π-периодическим решением однородного уравнения (3.9). Тогда из пред-

ложения 3.1 и из того, что для решений однородного уравнения (3.9) спра-
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ведливо представление x(2π) = φ(2π)x(0) получаем, что единственным ре-

шением уравнения x = φ(2π)x должно быть x = 0. Следовательно det (I−

φ(2π) ) 6= 0. С другой стороны, для произвольного решения неоднородно-

го уравнения (3.8) справедливо равенство x(2π) = φ(2π)x(0) + ψ(2π). Так

как для периодического решения выполнено условие x(0) = x(2π), задача

нахождения периодического решения неоднородного уравнения сводится к

решению уравнения (I − φ(2π))x = ψ(2π). Так как det (I − φ(2π) ) 6= 0, то

получим единственность 2π-периодического решения неоднородного урав-

нения (3.8).

Необходимость. Пусть для неоднородного уравнения (3.8) существует

единственное 2π-периодическое решение. Доказательство проведем от про-

тивного. Предположим, что однородного уравнения (3.9) помимо нулевого

есть как минимум еще одно 2π-периодическое решение. Из этого следует,

что det (I−φ(2π) ) = 0. В таком случае, уравнение (I−φ(2π) )x = ψ(2π) либо

не будет иметь решений, либо будет иметь бесконечное число решений, что

противоречит единственности 2π-периодического решения неоднородного

уравнения (3.8). Теорема доказана. �

При доказательстве теоремы мы выяснили, что, при существовании

ненулевого периодического решения для однородное уравнение (3.9), соот-

ветствующее неоднородное уравнение (3.8) может иметь, либо бесконечное

число периодических решений, либо не иметь их вовсе. Для иллюстрации

рассмотрим пример простейшего одномерного обыкновенного дифферен-

циального уравнения ẋ(t) = ξ(t). Для него aj ≡ 0, j = {1, ..., s} и соответ-

ствующее линейное уравнение примет вид ẋ = 0. То есть линейное урав-
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нение имеет бесконечное число периодических решений x(t) = C, C ∈ R.

Тогда в качестве ξ(t) рассмотрим функцию ξ(t) ≡ 1. В этом случае семей-

ство решений будет иметь вид x(t) = t + C, C ∈ R, т. е. периодических

решений у этого уравнения не будет. С другой стороны, если положить

ξ(t) = cos t, то решения уравнения примут вид x(t) = sin t+C, C ∈ R, т. е.

все решения являются периодическими.

Теперь, на основе теоремы 3.3 и леммы 3.1 можно сформулировать след-

ствие, уточняющее теорему 3.3.

Следствие 8 Пусть для некоторого µ ∈ (0, 1) справедливо неравенство

M
s∑
j=1

µ−|τj | < lnµ−1. (3.10)

Неоднородное уравнение (3.8) имеет единственное 2π-периодическое реше-

ние тогда и только тогда, когда для набора параметров

(a1, · · · as, τ1, · · · , τs) ∈ Rs× [0, 2π)× ...× [0, 2π) при всех k ∈ N одновременно

будут выполнены условия

s∑
j=1

aj 6= 0, |
s∑
j=1

aj cos kτj|+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj| 6= 0.�

Отдельно рассмотрим случай с одним слагаемым в правой части. Неод-

нородное уравнение (3.8) преобразуется в уравнение вида

ẋ(t) = ax(t+ τ) + ξ(t), t ∈ R, (3.11)

где a ∈ R, τ ∈ [0, 2π), ξ(·) ∈ C(k)(R,Rn), k ∈ {0, 1, ...} является 2π-

периодической функцией.

84



Следствие 9 Пусть для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

aµ−|τ | < ln µ−1. (3.12)

Тогда неоднородное уравнение (3.11) имеет единственное 2π-периодическое

решение тогда и только тогда, когда a 6= 0 и набор параметров (a, τ) ∈

R× [0, 2π) не принадлежит счетному множеству
⋃
k∈N(Hk ∪H−k).�

3.4 Оператор периодических решений

Вернемся к рассмотрению линейного неоднородного уравнения (3.8), пере-

писав его еще раз

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj) + ξ(t), t ∈ R, (3.13)

где aj ∈ R, отклонения τj ∈ [0, 2π), j ∈ {1, ..., s} являются соизмеримы-

ми, а ξ(·) ∈ C(k)(R,Rn), k ∈ {0, 1, ...} задает 2π-периодическую функцию.

Будем рассматривать также и соответствующее линейное однородное урав-

нение (3.9)

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj), t ∈ R. (3.14)

Рассматриваются такие однородные уравнения (3.14), для которых па-

раметры

(a1, · · · as, τ1, · · · , τs) ∈ Rs × [0, 2π)× ...× [0, 2π),

удовлетворяют условиям следствия 8. Каждое такое однородное уравнение

определяет оператор P периодических решений следующим образом:

в силу следствия 8, при каждой 2π-периодической функции ξ(·) ∈ C(k)(R,Rn),
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k ∈ {0, 1, ...} следует положить Pξ(.) = x(.), где x(.) является 2π-периоди-

ческим решением соответствующего линейного неоднородного уравнения

(3.13) ( более того, x(.) ∈ C(k+1)(R,Rn) ). При каждом k = 0, 1, ... определим

пространства

C(k)
2π (R,Rn) =

{
x(.) ∈ C(k)(R,Rn)

∣∣∣ x(j)(t) = x(j)(t+2π), j = 0, ..., k, t ∈ R
}
.

Следовательно, при каждом k = 0, 1, ... определен линейный оператор

P : C(k)
2π (R,Rn)→ C(k+1)

2π (R,Rn), Pξ(·) = x(·). (3.15)

Легко видеть, что действие оператора P является взаимнооднозначным.

При операторе P мы не будем ставить индекс k, так как это не приво-

дит к недоразумению. Более того, оператор P для k ∈ {1, 2, ...} является

сужением аналогичного оператора при индексе (k − 1).

При каждом k = 0, 1, ... определим пространства

C(k),n
2π =

{
x(.) ∈ C(k)([0, 2π],Rn)

∣∣∣, x(j)(0) = x(j)(2π), j = 0, ..., k
}
.

Норму в этих пространствах введем такую же как в C(k)([0, 2π],Rn). В силу

предложения 3.1, примененного к неоднородному уравнению (3.14), опера-

тор периодических решений P находится во взаимно однозначном соответ-

ствии со своим ограничением на интервал [0, 2π] и при каждом k = 0, 1, ...

имеет вид

P̂ : C(k),n
2π → C(k+1),n

2π , P̂ξ̂(.) = x̂(.). (3.16)

Пусть J : C(k+1),n
2π → C(k),n

2π , k = 0, 1, ... оператор естественного вложе-

ния. В дальнейшем, под оператором периодических решений будем подра-
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зумевать линейный оператор J P̂ : C(k),n
2π → C(k),n

2π , k = 0, 1, ... . Очевидно,

что действие оператора J P̂ является взаимнооднозначным.

Предложение 3.2 Пусть для некоторого

µ ∈ (0, 1) справедливо неравенство

M
s∑
j=1

µ−|τj | < ln µ−1,

и при всех k ∈ N одновременно будут выполнены условия

s∑
j=1

aj 6= 0, |
s∑
j=1

aj cos kτj|+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj| 6= 0.

Тогда оператор

J P̂ : C(0),n
2π → C(0),n

2π , P̂ξ̂(.) = x̂(.). (3.17)

является непрерывным.

Доказательство. Оно непосредственно следует из теоремы 3.2 и след-

ствия 1. �

Одной непрерывности оператора J P̂ недостаточно. Нам потребуется

еще и точная оценка нормы такого оператора. Однако, оценка нормы та-

кого оператора затруднительна. В действительности нам будет достаточно

иметь оценки, полученные для сужения рассматриваемого оператора на

подпространство 2π-периодических функций класса C(1). Для этого опре-

делим величины

A =
1

|
∑s

j=1 aj|
, D =

√√√√ ∞∑
k=1

1

detAk
, (3.18)
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detAk =
( s∑
j=1

aj cos kτj

)2

+
(
k −

s∑
j=1

aj sin kτj

)2

, k = 1, 2, ... . (3.19)

Предложение 3.3 Пусть для некоторого

µ ∈ (0, 1) справедливо неравенство

M
s∑
j=1

µ−|τj | < ln µ−1,

и при всех k ∈ N одновременно будут выполнены условия

s∑
j=1

aj 6= 0, |
s∑
j=1

aj cos kτj|+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj| 6= 0.

Тогда

sup
ξ̂(·)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(·)‖
C(0),n

2π

=1

‖J P̂ξ̂(·)‖C(0),n
2π
≤
√
A2 + 2D2.

Доказательство. Доказательство проведено для одномерного случая.

То, что результат справедлив и для n-мерного случая вытекает из того,

что система (3.13) состоит из n независимых одномерных уравнений. Де-

тальное доказательство этого факта будет приведено в конце пункта 4.

1. Построение оператора J P̂ в явном виде (n = 1 одномерный случай).

Используя ряды Фурье, построим оператор (J P̂)−1. Разложим в ряд Фурье

периодическое решение x̂(.) уравнения (3.13) и функцию ξ̂(.) из правой

части этого уравнения

x̂(t) = α0 +
∞∑
k=1

α2k−1 cos kt+ α2k sin kt

ξ̂(t) = β0 +
∞∑
k=1

β2k−1 cos kt+ β2k sin kt.
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Тогда

ξ̂(t) = ((J P̂)−1x̂(.))(t) = ˙̂x(t)−
s∑
j=1

ajx̂( (t+ τj)(mod 2π) )

или, подставляя вместо соответствующих функций их разложения в ря-

ды Фурье и приравнивая коэффициенты при соответствующих базисных

функциях получаем

β0 = −α0

s∑
j=1

aj

β2k−1 = −α2k−1

s∑
j=1

aj cos kτj + α2k(k −
s∑
j=1

aj sin kτj)

β2k = α2k−1(−k +
s∑
j=1

aj sin kτj)− α2k

s∑
j=1

aj cos kτj, k ∈ N.

Для любого k ∈ N коэффициенты β2k−1 и β2k определяются из матричного

уравнения  β2k−1

β2k

 = Ak

 α2k−1

α2k

 ,

где Ak, как и в разделе выше, матрица вида

Ak =

 −
∑s

j=1 aj cos kτj k −
∑s

j=1 aj sin kτj

−k +
∑s

j=1 aj sin kτj −
∑s

j=1 aj cos kτj

 .

Следовательно, для определения оператора J P̂ в явном виде необходимо

обратить матрицу Ak. Из условий предложения следует, что такие матрицы

являются невырожденными и поэтому справедливы равенства

α0 = − β0∑s
j=1 aj
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 α2k−1

α2k

 = A−1
k

 β2k−1

β2k

 , k ∈ N,

где

A−1
k =

1

detAk

 −
∑s

j=1 aj cos kτj −k +
∑s

j=1 aj sin kτj

k −
∑s

j=1 aj sin kτj −
∑s

j=1 aj cos kτj

 .

Таким образом оператор J P̂ в явном виде принимает вид

(J P̂ξ̂(.))(t) = − β0∑s
j=1 aj

+
∞∑
k=1

1

detAk

{(
− β2k−1

s∑
j=1

aj cos kτj+

+β2k(−k+
s∑
j=1

aj sin kτj)
)

cos kt+
(
β2k−1(k−

s∑
j=1

aj sin kτj)−β2k

s∑
j=1

aj cos kτj

)
sin kt

}
.

2.Мажорирование нормы ‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π

, ξ̂(.) ∈ C(1),1
2π , ‖ξ̂(.)‖C(0),1

2π
≤ 1.

Для вывода оценок, сформулированных в предложении 3.3 нам следует

решить следующую экстремальную задачу:

‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π
→ sup

ξ̂(.)

(3.20)

при условии

ξ̂(.) ∈ C(1),1
2π , ‖ξ̂(.)‖C(0),1

2π
≤ 1. (3.21)

Для этого воспользуемся явным видом действия оператора J P̂ на функци-

ях ξ̂(.) ∈ C(1),1
2π , ‖ξ̂(.)‖C(0),1

2π
= 1, полученный в предыдущем пункте доказа-

тельства. В начале покажем справедливость оценки

1

detAk

{(
− β2k−1

s∑
j=1

aj cos kτj + β2k(−k +
s∑
j=1

aj sin kτj)
)

cos kt+
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+
(
β2k−1(k−

s∑
j=1

aj sin kτj)−β2k

s∑
j=1

aj cos kτj

)
sin kt

}
≤

√
β2

2k−1 + β2
2k

√
detAk

, k ∈ N.

Действительно. Введем обозначения

Γk =
(
− β2k−1

s∑
j=1

aj cos kτj + β2k(−k +
s∑
j=1

aj sin kτj)
)
,

∆k =
(
β2k−1(k −

s∑
j=1

aj sin kτj)− β2k

s∑
j=1

aj cos kτj

)
, k ∈ N.

Легко проверить, что

Γ2
k + ∆2

k = detAk(β
2
2k−1 + β2

2k), k ∈ N.

В новых обозначениях левая часть доказываемого неравенства примет вид

Γk cos kt+ ∆k sin kt

detAk
.

Преобразовывая полученное выражение, получим

1

detAk
(Γk cos kt+ ∆k sin kt) =

√
Γ2
k + ∆2

k

detAk
(cos θk cos kt+ sin θk sin kt) =

=

√
Γ2
k + ∆2

k

detAk
cos(θk − kt) =

√
β2

2k−1 + β2
2k

√
detAk

cos(θk − kt),

где

cos θk =
Γk√

Γ2
k + ∆2

k

, sin θk =
∆k√

Γ2
k + ∆2

k

.

Очевидно, что такое выражение достигает своего максимума при тех t, при

которых cos(θk − kt) = 1. Это и доказывает оценку.

Таким образом, для всякой функций ξ̂(.) ∈ C(1),1
2π , ‖ξ̂(.)‖C(0),1

2π
= 1 нор-

ма ‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π

мажорируется следующим образом

‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π
≤
∣∣∣ β0∑s

j=1 aj

∣∣∣+
∞∑
k=1

√
β2

2k−1 + β2
2k

√
detAk

. (3.22)
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Ниже будет показано, что ряд в правой части полученного неравенства

сходится.

3.Вспомогательная экстремальная задача для оценки нормы ‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π

.

Решение такой задачи трудное. Такую задачу мы можем заменить на более

простую. Для этого значение нормы ‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),1
2π

заменим новым функци-

оналом в виде правой части из неравенства (3.22), а новый функционал бу-

дем максимизировать на более широком множестве функций ‖ξ̂(.)‖L2([0,2π],R) ≤
√

2π. Такая экстремальная задача формулируется следующим образом:

∣∣∣ β0∑s
j=1 aj

∣∣∣+
∞∑
k=1

√
β2

2k−1 + β2
2k

√
detAk

→ sup
βk,k∈N∪{0}

(3.23)

при условии

‖ξ̂(.)‖L2([0,2π],R) ≤
√

2π. (3.24)

Очевидно, что при этом значение функционала на решении задачи (3.23)-

(3.24) больше чем значение функционала на решении задачи (3.20)-(3.21).

По равенству Парсеваля относительно ортогонального базиса {1, cos kt, sin kt}k∈N

пространства L2([0, 2π],R)

‖ξ(.)‖2
L2[0,2π] =

∫ 2π

0

ξ̂2(t)dt = 2πβ2
0 + π

∞∑
k=1

β2
k .

В таком случае, экстремальную задачу (3.23)-(3.24) можно переписать в

следующей эквивалентной форме:

∣∣∣ β0∑s
j=1 aj

∣∣∣+
∞∑
k=1

√
β2

2k−1 + β2
2k

√
detAk

→ sup
βk,k∈N∪{0}

при условии

β2
0 +

1

2

∞∑
k=1

β2
k ≤ 1.
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4.Завершение доказательства предложения.

Введем в рассмотрение пространство числовых последовательностей l2.

Рассмотрим элементы этого пространства r1 и r2, которые определяются

по правилу

r1 =
{ 1√

2|
∑s

j=1 aj|
,

1√
detA1

,
1√

detA2

, ...
}
,

r2 =
{√

2|β0|,
√
β2

1 + β2
2 ,
√
β2

3 + β2
4 , ...

}
.

Легко видеть, что r2 принадлежит пространства l2, т.к. для достаточно

больших k имеет место 1
detAk

= O( 1
k2 ) и выполнено неравенство ‖r2‖l2 <

+∞. Задача оптимизации (3.4)-(3.4) в новых терминах будет иметь следу-

ющий вид:

(r1, r2)l2 → sup
r2∈l2

при условии

‖r2‖2
l2
≤ 2.

Применяя неравенство Коши-Буняковского, имеем следующее ограниче-

ние сверху

(r1, r2)l2 ≤ ‖r1‖l2‖r2‖l2 ≤
√

2‖r1‖l2 .

Вычислим норму r1.

‖r1‖2
l2

=
1

2(
∑s

j=1 aj)
2

+
∞∑
k=1

1

detAk
.

Известно, что равенство в неравенстве Коши-Буняковского достигается

в случае коллинеарности векторов. Следовательно, если подобрать такие
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β̄k, k ∈ N ∪ {0}, при которых вектор r2 будет коллинеарен вектору r1

и будет выполнено неравенство ‖r2‖l2 ≤
√

2, исходная задача максимиза-

ции будет решена. Очевидно, такие β̄k, k ∈ N∪ {0} существуют. В таком

случае, целевой функционал (3.4) в точке максимума принимает значение

∣∣∣ β̄0∑s
j=1 aj

∣∣∣+
∞∑
k=1

√
β̄2

2k−1 + β̄2
2k

√
detAk

=

√√√√ 1

(
∑s

j=1 aj)
2

+ 2
∞∑
k=1

1

detAk
=
√
A2 + 2D2,

что и доказывает предложение в одномерном случае. Приведем доказа-

тельство предложения в многомерном случае. Пусть ξ̂(.) = (ξ̂1(.), ..., ξ̂n(.))′ ∈

C(1),n
2π . Для оператора J P̂ справедлива оценка

sup
ξ̂(.)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(.)‖
C(0),n

2π

≤1

‖J P̂ξ̂(.)‖2

C(0),n
2π

=

= sup
ξ̂(.)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(.)‖
C(0),n

2π

≤1

(
‖J P̂1ξ̂1(.)‖2

C(0),1
2π

+ ...+ ‖J P̂1ξ̂n(.)‖2

C(0),1
2π

)
≤

≤ sup
ξ̂(.)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(.)‖
C(0),n

2π

≤1

(
(A2 + 2D2)‖ξ̂1(.)‖2

C(0),1
2π

+ ...+ (A2 + 2D2)‖ξ̂n(.)‖2

C(0),1
2π

)
=

= (A2 + 2D2),

где через J P̂1 обозначен оператор периодических решений в одномерном

случае. Следовательно для многомерного случая также получим оценку

sup
ξ̂(.)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(.)‖
C(0),n

2π

≤1

‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),n
2π
≤
√
A2 + 2D2.

Предложение доказано. �

Для случая простейшей линеаризации с одним единственным слагае-

мым в линейном части получим уточненный результат. Речь идет об одно-
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родном (3.11) и соответствующем неоднородном (3.7) линейных уравнени-

ях. В этом случае

A =
1

|a|
, D =

√√√√ ∞∑
k=1

1

detAk
, detAk =

(
a2 + k2 − 2ak sin kτ

)
.

Следствие 10 Пусть для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

aµ−|τ | < ln µ−1

и

a 6= 0, (a, τ) /∈
⋃
k∈N

(Hk ∪H−k).

Тогда

sup
ξ̂(.)∈C(1),n

2π ,‖ξ̂(.)‖
C(0),n

2π

=1

‖J P̂ξ̂(.)‖C(0),n
2π
≤
√

1

a2
+ 2D2. (3.25)

Замечание 2 В случае τ = 0 линейное неоднородное функционально-диффе-

ренциальное уравнение (3.7) становится обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением. В этом случае вместо предложения 3.3 можно приме-

нить результат теоремы 1.4, в которой показано, что для нормы опера-

тора J P̂ : C(0),n
2π → C(0),n

2π имеет место равенство ‖J P̂‖ = 1
|a| . �

По всей видимости, оценка (3.25) может быть улучшена и при других зна-

чениях параметра τ ∈ (0, 2π), но этот вопрос пока остается открытым.
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3.5 Существование и единственность 2π-периодического

решения для нелинейного уравнения. Случай про-

стейшей линеаризации.

В данном заключительном разделе будут получены условия, обеспечиваю-

щие существование и единственность периодических решений для нелиней-

ного функционально-дифференциального уравнения точечного типа (3.1),

в котором g(.) ∈ C(1)(R × Rn×s,Rn) является 2π-периодической функцией.

Наряду с уравнением (3.1) будем рассматривать и уравнение (3.2), полу-

ченное из уравнения (3.1) путем процедуры линеаризации. Если функция

g(.) из уравнения (3.1) удовлетворяет условию Липшица с константой Lg

‖g(t, x1, ..., xs)− g(t, x1, ..., xs)‖Rn ≤ Lg

s∑
j=1

‖xj − xj‖Rn ,

то в уравнении (3.2) функция f

f(.) = g(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs))−
s∑
j=1

ajx(t+ τj) (3.26)

также будет удовлетворять условию Липшица с некоторой константой Lf .

С каждой линеаризацией уравнения (3.1) связана линейная неоднородная

система

ẋ(t) =
s∑
j=1

ajx(t+ τj) + ξ(t), t ∈ R. (3.27)

В свою очередь, если для набора (a1, · · · as, τ1, · · · , τs) ∈ Rs × [0, 2π) × ... ×

[0, 2π) выполняются условия следствия 8, то корректно определен оператор

J P̂. Определим оператор

F : C(k)
2π (R,Rn)→ C(k)

2π (R,Rn), k = 0, 1,
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F[x(·)](t) = f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R.

Ограничение этого оператора на функции определенные на отрезок [0, 2π]

будет обозначаться через F̂

F̂ : C(k),n
2π → C(k),n

2π , k = 0, 1,

F̂[x̂(·)](t) = f(t, x̂( (t+ τ1)(mod 2π) ), · · · , x̂( (t+ τs)(mod 2π) ) ), t ∈ [0, 2π].

Теорема 3.4 Пусть:

в нелинейном уравнении (3.1) функция g(·) ∈ C(1)(R× Rn×s,Rn) является

2π-периодической функцией и удовлетворяет условию Липшица (3.5), а

Lf , соответственно, константа Липшица функции f(·);

для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

M
s∑
j=1

µ−|τj | < ln µ−1, M = max
1≤j≤s

|aj|;

при всех k ∈ N одновременно справедливы условия

s∑
j=1

aj 6= 0, |
s∑
j=1

aj cos kτj|+ |k −
s∑
j=1

aj sin kτj| 6= 0.

Если справедливо условие

sLf
√
A2 + 2D2 < 1, (3.28)

то для уравнения (3.1) существует 2π-периодическое решение. Такое ре-

шение является единственным и оно принадлежит пространству C(2)(R,Rn).

Более того, для любой начальной функции x̂0(.) ∈ C(2),n
2π последователь-

ность x̂k(.) = (JP̂F̂)k[x̂0(.)] стремится к единственной функции x̂(.) ∈
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C(2),n
2π , и справедлива оценка сходимости:

‖(J P̂F̂)k[x̂0(·)](.)− x̂(·)‖C(0),n
2π
≤
(
sLf
√
A2 + 2D2

)k
‖x̂0(.)− x̂(·)‖C(0),n

2π
. (3.29)

Периодическое решение x(·) ∈ C(2)(R,Rn) индуцируется функцией x̂(·) пу-

тем продолжения ее по периодичности 2π на всю числовую ось R. �

Доказательство. В пространстве C(0),n
2π определим операторное уравне-

ние

(J P̂F̂[x̂)(·)])(·) = x̂(·). (3.30)

В силу следствия 8, продолжение по периодичности 2π на всю число-

вую ось всякого решения уравнения (3.30) задает периодическое реше-

ние уравнения (3.2) (соответственно, уравнения (3.1) ) и наоборот. Так как

g(·) ∈ C(1)(R × Rn×s,Rn), то каждое решение уравнения (3.30) будет при-

надлежать пространству C(2),n
2π .

Из условия Липшица для функции f(·) следует неравенство

‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π
≤ sLf‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n

2π
.

В силу предложения 3.3, для любых ŷ(·), ẑ(·) ∈ C(1),n
2π справедлива следую-

щая цепочка неравенств

‖J P̂F̂[ŷ(·)]− J P̂F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

= ‖J P̂(F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)])‖C(0),n
2π

=

= ‖J P̂
( F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]
‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖

)
‖C(0),n

2π
≤
√
A2 + 2D2 ‖F̂[ŷ(·)]− F̂[ẑ(·)]‖C(0),n

2π
≤

≤ sLf
√
A2 + 2D2 ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n

2π
. (3.31)
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Из неравенства (3.31) несложно получить фундаментальность последова-

тельности x̂k(·) = (J P̂F̂)k[x̂0(·)](.), k ∈ N для любой функции x̂0(·) ∈ C(1),n
2π .

По предложению 3.2 оператор J P̂ непрерывен и, соответственно, непреры-

вен оператор J P̂F̂. Поэтому всякая фундаментальная последовательность

(J P̂F̂)k[x̂0(·)](·) сходится к неподвижной точке уравнения (3.30). Остается

показать, что для уравнения (3.30) неподвижная точка единственная. Мы

уже отмечали, что каждая неподвижная точка уравнения (3.30) принад-

лежит пространству C(2),n
2π . Если ŷ(·), ẑ(·) различные неподвижные точки

уравнения (3.30), то, в силу неравенства (3.31), должно выполняться соот-

ношение

‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n
2π

= ‖J P̂F̂[ŷ(·)]− J P̂F̂[ẑ(·)]‖C(0),n
2π

< ‖ŷ(·)− ẑ(·)‖C(0),n
2π

(3.32)

чего не может быть. Теорема доказана. �

В теореме 3.4 при выборе линеаризации в линейной части берутся толь-

ко те отклонения, которые присутствуют в правой части исходного функ-

ционально-дифференциального уравнения (3.1). И это по существу. Если

при выборе линеаризации окажется, что в функции f(.) есть хотя бы одно

отклонение τ̄ , не совпадающее ни с одним из отклонений τ1, ..., τs, тогда

нетрудно убедиться, что неравенство sLf
√
A2 + 2D2 < 1, как правило, на-

рушается.

Отдельно рассмотрим случай простейшей линеаризации с одним един-

ственным слагаемым в линейной части. В этом случае уравнение (3.2) при-

мет вид

ẋ(t) = ajx(t+ τj) + f(t, x(t+ τ1), · · · , x(t+ τs)), t ∈ R, (3.33)
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где (aj, τj) ∈ R\{0} × [0, 2π), j ∈ {1, ..., s}.

Следствие 11 Пусть:

в нелинейном уравнении (3.1) функция g(.) ∈ C(1)(R× Rn×s,Rn) является

2π-периодической функцией и удовлетворяет условию Липшица (3.5), а

Lf , соответственно, константа Липшица функции f(.);

для некоторого µ ∈ (0, 1) выполнено неравенство

|aj|µ−|τj | < ln µ−1; (3.34)

(aj, τj) /∈
⋃
k∈N

(Hk ∪H−k).

Если справедливо условие

sLf

√
1

aj2
+ 2D2 < 1, (3.35)

то для уравнения (3.1) существует 2π-периодическое решение. Такое ре-

шение является единственным и оно принадлежит пространству C(2)(R,Rn).

Более того, для любой начальной функции x̂0(.) ∈ C(2),n
2π последователь-

ность x̂k(.) = (JP̂F̂)k[x̂0(.)] стремится к единственной функции

x̂(.) ∈ C(2),n
2π , и справедлива оценка сходимости

‖(J P̂F̂)k[x̂0(.)](.)− x̂(.)‖C(0),n
2π
≤
(
sLf

√
1

aj2
+ 2D2

)k
‖x̂0(.)− x̂(.)‖C(0),n

2π
;

(3.36)

Периодическое решение x(.) ∈ C(2)(R,Rn) индуцируется функцией x̂(.) пу-

тем продолжения ее по периодичности 2π на всю числовую ось R. �

Подчеркнем, что представленные результаты получены в терминах пра-

вых частей уравнений и могут быть легко проверены.
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Замечание 3 Если среди отклонений τ1, ..., τs есть нулевое отклонение

τj = 0, j ∈ {1, ..., s}, то в качестве линейной части уравнения (3.33)

можно выбрать ajx(t). Тогда, в силу замечания 2, для существования

единственного 2π-периодического решения достаточно выполнения усло-

вия sLf
|aj | < 1. �

В заключении рассмотрим пример.

Пример. Рассматривается уравнение вида ẋ1(t) = 1
10
x1(t+ π) + 1

12
ln(1 + x2(t+ π)) cos t

ẋ2(t) = 1
10
x2(t+ π) + 1

12
ln(1 + x1(t+ π)) cos t,

Видно, что количество отклонений в правой части s = 1 и единственное от-

клонение τ принимает значение τ = π. В качестве линейной части возьмем

1
10
x(t + π), т.е. положим a = 1/10. Тогда нелинейная часть f(·, ·) примет

вид

f(t, x1, x2) =

 1
12

ln(1 + x2) cos t

1
12

ln(1 + x1) cos t

 . (3.37)

Нетрудно получить, что для этой функции константа Липшица будет иметь

значение Lf = 1/12.

Можно показать, что существуют такие µ, при которых будет выпол-

нено условие (3.34) (например, если взять µ равное 0, 8).

Вычислим
√
A2 + 2D2. Очевидно A = 1/100. Подсчитаем D2 =

∑∞
k=1

1
detAk

.

detAk = (cos kπ)2 + (k − sin kπ)2 = k2 + 1− 2k sin kπ = k2 + 1.

Получаем

D2 =
∞∑
k=1

1

k2 + 1
≈ 1, 63.
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Следовательно имеем

√
A2 + 2D2 ≈

√
0, 01 + 3, 27 = 10, 16.

Тогда условие (3.35)

sLf

√
1

a2
+ 2D2 ≈

10, 16

12
= 0, 85 < 1

будет выполнено и рассматриваемое функционально-дифференциальное

уравнение имеет единственное 2π-периодическое решение.

Похожий класс уравнений также изучается в диссертации Поляковой

Л.А. [66]. Однако в указанной диссертации условия приводятся в терми-

нах функции Грина, здесь же эти условия приведены в терминах правой

части и эти условия легче проверять. Полученные в данной работе ре-

зультаты гарантируют существование периодического решения из класса

C(2)(R), тогда как в работе [66] гарантируется решения из класса функций

ограниченной вариации. Кроме этого, в многомерном случае полученные

условия в работе [66] являются плохо проверяемыми, тогда как здесь они

также легко проверяемые.
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