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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из крупнейших базовых отраслей экономики любого 
государства является транспорт. Он обеспечивает географиче-
скую связанность территорий страны и координацию работы всех 
отраслей экономики. Транспорт создает условие для эффективно-
го функционирования государства, а его развитие является  
важнейшим условием модернизации экономики. Кроме того, 
транспорт помогает развитию международных экономических 
отношений, освоению новых экономических районов, обеспече-
нию обороноспособности страны. Эффективное развитие транс-
порта невозможно без оптимального планирования сетей, улуч-
шения организации движения и ряда других задач требующих 
применения математических методов и моделей. Математическое 
моделирование транспорта можно разделить на две большие 
группы:  

первая группа – моделирование транспортных сетей и их за-
грузку; 

вторая группа – моделирование динамики транспортного по-
тока (Швецов, 2003).  

Первая группа представлена моделями расчета корреспон-
денций, такими как гравитационная модель (Carrothers, 1956; 
Wilson, 1971), энтропийная модель (Wilson, 1970; Harris, Wilson, 
1978; Popkov, 1995), модели семейства конкурирующих центров 
(Fotheringham, 1983, 1986), а также моделями распределения по-
токов по сети, такими как модель равновесного распределения 
потоков и его расширения и модель оптимальных стратегий 
(Shvetsov, 2009; Leventhal, Nemhauser, Trotter, 1973; Lo, Chen, 
2000; Bar-Gera, 2002; Spiess, Florian, 1989).  

Вторая группа представлена основными классами динамиче-
ских моделей: макроскопическими (гидродинамическими), кине-
тическими (газодинамическими) и микроскопическими. Макро-
скопические модели (Gazis, 1974; Daganzo, 1994, 1995; Kuhne, 
1984; Kerner, 2009; Гасников и др., 2013; Сухинова и др., 2009; 
Иносэ, Хамада, 1983), описывающие усредненные характеристи-
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ки транспортного потока, также называют гидродинамическими, 
потому что в них сам поток уподобляется движению сжимаемой 
жидкости. Микроскопические модели явно описывают движение 
каждого транспортного средства. Они точнее макроскопических 
моделей описывают движение на отдельных участках транспорт-
ной сети, однако требуют гораздо больших вычислительных 
мощностей при практической реализации. Первые микроскопи-
ческие модели были предложены в 50-х годах прошлого столетия 
(Pipes, 1953; Швецов, 2003). Примерами таких моделей являются 
модели следования за лидером (Gazis et al., 1961; Brackstone, 
McDonald, 1999), модели оптимальной скорости (Bando et al., 
1994, 1995, 1998; Newell, 1961; Tomer et al., 2000), модель Трай-
бера (Treiber, Hennecke, Helbing, 2000), а также модели клеточ-
ных автоматов (Cremer, Ludwig, 1986; Chowdhury, Santen, 
Schadschneider, 2000). Кинетические модели занимают промежу-
точное место между макроскопическими и микроскопическими 
моделями. В них поток задается плотностью распределения 
транспортных средств в фазовом пространстве, при этом динами-
ка фазовой плотности описывается кинетическим уравнением. 
Оно получается в результате усреднения эффектов взаимодейст-
вия индивидуальных транспортных средств (Prigogine, Herman, 
1971; Lampis, 1978; Helbing, 1996; Helbing, Treiber, 1998; Nelson, 
1995).  

Перейдем к классификации математических моделей, приме-
няемых для анализа транспортных сетей, основываясь на их 
функциональной роли, т.е. к группировке в зависимости от задач, 
для решения которых они предназначены. Такая группировка 
приводит к трем основным классам моделей: прогнозным, ими-
тационным и оптимизационным (Швецов, 2003).  

Прогнозные модели предназначены для оценки транспортных 
потоков в сети в предположении, что известны как конфигурация 
транспортной сети, так и ее характеристики. Такие модели позво-
ляют прогнозировать ряд усредненных характеристик движения, 
такие как объемы межрайонных корреспонденций, распределение 
транспортных средств по тем или иным участкам транспортной 
сети, интенсивность потоков и т.д. Одна из основных целей по-
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строения таких моделей – оценить последствия от изменений в 
транспортной сети и размещения в ней новых объектов. 

Имитационные модели предназначены для подробного опи-
сания процесса дорожного движения вплоть до воспроизведения 
всех его деталей. Исходными данными для таких моделей явля-
ются усредненные значения потоков и их распределение по от-
дельным участкам транспортной сети. Эти модели позволяют 
оценить такие важные характеристики процесса дорожного дви-
жения как задержки на перекрестках, неравномерность транс-
портных потоков во времени, протяженности дорожных заторов 
и динамики их образования и т.п. Применение таких моделей це-
лесообразно при разработке проектов организации дорожного 
движения, оптимизации светофорных циклов регулирования 
и т.п. (Якимов, 2013). Примером такой модели является разрабо-
танная в ЦЭМИ РАН в 2009 году агент-ориентированная модель 
автомобильных пробок Москвы (Макаров, Житков, Бахтизин, 
2009), позволяющая решать задачи масштаба городской агломе-
рации, связанные с оценкой работы всей транспортной системы в 
результате изменения следующих ее элементов: введение новых 
радиальных или кольцевых автомагистралей; временное закрытие 
или ликвидация какого-либо элемента транспортной системы; 
введение экономических санкций (плата за проезд по магистрали, 
за въезд в зону центра и т. п.). 

Еще один большой класс моделей предназначен для оптими-
зации деятельности транспортных сетей. Такие модели позволя-
ют определять оптимальные маршруты перевозок, формировать 
оптимальные конфигурации сети и т.д. (Lu, Wang, 2022; Veluscek 
et al., 2015; Стенбринк, 1981; Галабурда, 1985; Авен, Ловецкий, 
Моисеенко, 1985; Васильева, Игудин, Лившиц, 1987; Leventhal, 
Nemhauser, Trotter, 1973).  

Одним из наиболее востребованных для грузоперевозок видов 
транспорта в России является железнодорожный. Публикации, 
посвященные железнодорожной логистике, по типу исследуемых 
задач можно разбить на три основные группы.  

Первая группа представлена задачами проектирования ин-
фраструктуры железнодорожной сети (Pyrgidis, 2016; Murray, 
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1997; Higgins, Ferreira, Kozan, 1995; Kraay, Barker, Chen, 1991; 
Ferreira, Murray, 1997; LeBlanc 1976).  

Вторая группа представлена задачами управления парком ло-
комотивов и вагонов (Fügenschuh et al., 2008; Ahuja et al., 2005; 
Forbes, Holt, Watts, 1991; Beaujon, Turnquist, 1991; Sherali, 
Suharko, 1998; Sherali, Tuncbilek, 1997; Turnquist, Markowicz, 
1989; Ziarati et al., 1997). В зависимости от особенностей регули-
рования и рынка, для каждого конкретного региона могут быть 
построены свои модели, учитывающие ту или иную специфику. 
В качестве примера можно рассмотреть работу Р. Фукасавы и др. 
(Fukasawa et al., 2002), в которой представлена модель, приме-
няемая одним из крупнейших железнодорожных транспортных 
операторов на территории Латинской Америки. Другим приме-
ром является работа А. Чезелли и др. (Ceselli et al., 2008), в кото-
рой рассматривается сразу несколько моделей оптимизации дос-
тавки грузов швейцарской железнодорожной грузовой компанией 
Cargo Express Service of Swiss Federal Railways. Ряд публикаций 
посвящен моделям, спроектированным с учетом особенностей 
рынка грузовых перевозок в Италии (Lulli, Pietropaoli, Ricciardi, 
2011; Campetella et al., 2006). В некоторых работах представлены 
модели минимизации издержек транспортировки грузов по же-
лезнодорожной сети, покрывающей несколько европейских стран 
(Andersen, 2009; Jeong, Lee, Bookbinder, 2007). Также существуют 
модели, созданные для российского рынка железнодорожных пе-
ревозок (Sadykov et al., 2013; Лазарев, Садыков, 2014).  

Третья группа представлена задачами железнодорожного 
планирования, основная доля которых посвящена формированию 
расписания движения грузовых поездов и организации грузовых 
потоков (Лазарев и др., 2012; Brannlund et al., 1998; Cai, Goh, 
1994; Cai, Goh, Mees, 1998; Carey, Lockwood, 1995; Higgins, 
Kozan, Ferreira, 1996; Jovanovic, Barker, 1991; Kraay, Barker, Chen, 
1991; Oliveira, Smith, 2000; Sahin, 1999; Sauder, Westerman, 1983; 
Szpigel, 1973). 

В данной монографии представлен новый подход к решению 
задач железнодорожного планирования, согласно которому про-
цесс организации железнодорожных грузоперевозок представля-
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ет собой формирование грузопотока на основе взаимодействия 
произвольной станции с соседними станциями (предыдущей и 
следующей) с учетом их технических характеристик и спроса на 
грузоперевозки. Это позволяет строить модели, прогнозирующие 
динамику загруженности станций и потоков, возникающих на 
железнодорожной сети, при заданной процедуре организации 
грузопотока.  

Рассматривается несколько конфигураций участка железно-
дорожной сети. Первая конфигурация представляет собой протя-
женную линию, состоящую из большого количества станций и 
подходит для описания транснациональных перевозок (например, 
перевозки по транссибирской железнодорожной магистрали про-
тяженностью более 9000 км). Вторая конфигурация представляет 
собой замкнутую цепочку станций, а третья – железнодорожная 
линия между двумя узловыми станциями. 

В зависимости от характера спроса используется два подхода 
к организации грузоперевозок. Первый подход целесообразно 
применять при наличии стабильно высокого спроса на грузопере-
возки. В этом случае важно максимально задействовать потенци-
ал всех станций. Для этого необходимо обеспечить загрузку оп-
ределенного количества путей на станциях, которое представляет 
собой максимально возможное число задействованных путей на 
станциях, при котором гарантированно можно организовать бес-
перебойный грузопоток. Для исключения ситуаций, приводящих 
к сбою в системе грузоперевозок, при загрузке станций сверх 
указанного уровня необходимо часть грузов отправить на вре-
менное хранение. Для этого предполагается наличие специаль-
ных зон хранения между станциями. Для данного подхода одной 
из важных задач является организация системы контроля, обес-
печивающая вывод грузов из зон временного хранения. Процеду-
ра организации грузопотока использует две технологии, единые 
для всех станций, а сам грузопоток состоит из двух составляю-
щих: стационарного и переменного. Задача технологий – обеспе-
чить загрузку всех станций (приблизить число задействованных 
путей к оптимальному значению). Это достигается за счет увели-
чения переменного потока (стационарный поток обеспечивается 
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автоматически). Отметим, что увеличение переменного потока 
может позволить выделить из него дополнительную стационар-
ную составляющую. Первая технология основана на взаимодей-
ствии соседних станций и формируется по определенному прави-
лу. Согласно этому правилу каждая станция должна принимать 
груз с предыдущей станции, если число задействованных путей 
на ней меньше, чем на предыдущей станции, и отправлять на 
следующую станцию, если число задействованных путей на ней 
больше, чем на следующей станции. При этом интенсивность 
приема и интенсивность отправки грузов пропорциональны раз-
ности чисел задействованных путей на соседних станциях. Вто-
рая технология использует технические возможности самой 
станции и основана на взаимодействии станции с соседними зо-
нами временного хранения грузов. 

Второй подход целесообразно применять в случае, когда нет 
стабильно высокого спроса на грузоперевозки. В этом случае нет 
необходимости задействовать потенциал станций в полной мере 
и, соответственно, в наличии специальных зон между станциями 
для временного хранения части грузов. В такой ситуации важно 
описать динамику грузопотока в зависимости от технического 
потенциала станций. В случае движения по круговой цепочке 
станций важно определить установившийся уровень грузопотока 
при заданных правилах взаимодействия станций, а также выявить 
его зависимость от технического потенциала станций. В случае 
движения между двумя узловыми станциями грузопоток форми-
руется поступившими на начальную узловую станцию грузами с 
учетом технического потенциала станций. Поэтому, главной за-
дачей является организация бесперебойного функционирования 
системы грузоперевозок с учетом интенсивности подачи грузов 
на начальную узловую станцию и технического потенциала стан-
ций. При этом основной характеристикой станций является сте-
пень несогласованности между приемом и отправкой грузов, ко-
торая представляет собой разницу между объемом входных и 
выходных грузов за единицу времени. Для бесперебойной орга-
низации грузоперевозок важно, чтобы указанная характеристика 
со временем имела небольшие значения на всех станциях. 
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По своей функциональной роли, модели, представленные в 
данной работе, являются прогнозными. Они позволяют прогно-
зировать динамику загруженности станций и потоков, возникаю-
щих в железнодорожной сети, при заданной процедуре организа-
ции грузопотока. По способу описания транспортных потоков 
они близки к моделям следования за лидером.  

Работа состоит из трех глав.  
Первая глава посвящена описанию процесса организации гру-

зоперевозок в рамках первой и второй конфигураций участка же-
лезнодорожной сети в условиях стабильно высокого спроса на 
грузоперевозки. Напомним, что процедура организации грузопо-
тока использует две технологии, единые для всех станций, а так-
же систему контроля. Описаны возможные режимы грузоперево-
зок, исследованы на устойчивость стационарные режимы.  

Вторая глава посвящена описанию процесса организации гру-
зоперевозок в рамках третьей конфигурации участка железнодо-
рожной сети в условиях стабильно высокого спроса на грузопе-
ревозки. Обозначена проблема, которая возникает при переходе к 
описанию процесса организации грузоперевозок в рамках данной 
конфигурации участка железнодорожной сети (между узловыми 
станциями). Представлено несколько вариантов ее преодоления, 
которые заключаются как в корректировке технологий грузопе-
ревозок, так и в ослаблении системы контроля. 

Третья глава посвящена описанию процесса организации гру-
зоперевозок в рамках второй и третьей конфигурации участка 
железнодорожной сети при отсутствии стабильно высокого спро-
са на грузоперевозки. В случае движения по круговой цепочке 
станций исследована динамика грузопотока, а также ее зависи-
мость от технического потенциала станций. В случае движения 
между узловыми станциями исследованы режимы грузоперево-
зок, позволяющие организовать бесперебойное функционирова-
ние системы грузоперевозок с учетом интенсивности подачи гру-
зов на начальную узловую станцию и технического потенциала 
станций. 
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Глава 1 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОРГАНИЗАЦИИ 
ГРУЗОПЕРЕВОЗОК НА КРУПНЕЙШИХ  

ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ ЛИНИЯХ В СЛУЧАЕ  
СТАБИЛЬНО ВЫСОКОГО СПРОСА НА ПЕРЕВОЗКИ 

Данная глава посвящена построению динамических моделей 
организации железнодорожных грузоперевозок в условиях ста-
бильно высокого спроса на них, что предполагает скоординиро-
ванную работу станций с целью использования их потенциала в 
полной мере. Такой режим работы станций чреват перебоями в 
системе грузоперевозок, связанными с чрезмерной загрузкой 
станций. Для предотвращения таких ситуаций необходимо уста-
новить предельно допустимую загруженность станций, позво-
ляющую организовать бесперебойный грузопоток и, при необхо-
димости, освобождать чрезмерно загруженные станции путем 
отправки части грузов в зону временного хранения. Предполага-
ется, что такие зоны существуют между произвольными двумя 
соседними станциями. Рассматриваются две конфигурации же-
лезнодорожной сети: первая – протяженная линия, состоящая из 
большого количества станций (например, Транссибирская маги-
страль), вторая – замкнутая цепочка станций. Организация эф-
фективного грузопотока в рамках таких конфигураций железно-
дорожной сети в условиях стабильно высокого спроса на 
грузоперевозки во многом зависит от правильной организации 
процесса взаимодействия промежуточных станций. Для деталь-
ного описания и анализа указанного процесса в моделях, описы-
ваемых в данной главе, узловые станции не присутствуют и их 
влияние на систему грузоперевозок не учитывается. 
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1.1. Модель транснациональных грузоперевозок: 
технологии организации грузопотока,  

правило контроля. Основные результаты 

Данная модель описывает движение грузопотока в рамках 
первой конфигурации железнодорожной сети. Для того чтобы 
описать процедуру грузоперевозок без учета влияния на нее уз-
ловых станций будем считать линию железнодорожной сети не-
ограниченной. Движение грузопотока осуществляется в одном 
направлении. Схема движения грузопотока представлена на 
рис. 1. Кружками на нем обозначены станции, а квадратами – зо-
ны временного хранения грузов.  

 
Рис. 1. Схема движения грузопотока 

 

Данная модель была подробно исследована в ранних работах 
автора (Хачатрян, 2003; Хачатрян, 2004; Beklaryan, Khachatryan, 
2006). Приведем ее описание и основные содержательные резуль-
таты. Точные формулировки основных теорем приведены в при-
ложении 1. 

На каждой станции существует определенное число путей 
(так называемые станционные пути). Каждая станция с номе-
ром i  в произвольный момент времени t характеризуется числом 

задействованных путей  .iz t  Это число отождествляется с объ-

емом грузов на станции. Опишем процесс организации грузопе-
ревозок, определяющий формирование грузопотока, содержаще-
го две составляющие: постоянный и переменный. Постоянный 
поток формируется автоматически, однако, его уровень может 
быть достаточно низким и как следствие не полностью удовле-
творить высокий спрос на грузоперевозки. Простое увеличение 
постоянного потока до оптимальных значений невозможно в силу 
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неравномерной загруженности станций. В связи с этим парал-
лельно с постоянным потоком запускается переменный поток, с 
помощью которого можно увеличить грузопоток за счет вырав-
нивания загруженности станций. Организация переменного пото-
ка осуществляется посредством двух технологий. Первая техно-
логия осуществляет взаимодействие соседних станций, а вторая – 
взаимодействие станции с соседними зонами временного хране-
ния грузов. Опишем эти технологии.  

Согласно первой технологии, каждая станция i  должна: 
1) принять груз с предыдущей станции с интенсивностью 

 1 ,i iz z   если 1 ,i iz z    

2) и отправить его на следующую станцию с интенсивностью 

 1 ,i iz z    если 1.i iz z    

При нарушении первого условия станция с номером i  от-
правляет груз в зону временного хранения с интенсивностью 

 1 ,i iz z    а при нарушении второго – принимает груз с зоны 

временного хранения с интенсивностью  1 .i iz z   Параметр 

0   является нормативом правила взаимодействия соседних 
станций. Таким образом, произвольная станция принимает груз с 
предыдущей станции, если число задействованных путей на ней 
меньше, чем на предыдущей станции, и отправляет на следую-
щую станцию, если число задействованных путей на ней больше, 
чем на следующей станции. Интенсивность как приема, так и от-
правки грузов с произвольной станции пропорциональна разно-
сти чисел задействованных путей на данной станции и соседних 
станциях. Коэффициент пропорциональности является единым 
для всех станций и характеризует возможность перегонных путей 
в целом по всей железнодорожной сети.  

Для всех станций существует единый критический уровень 
числа задействованных станционных путей, при превышении ко-
торого необходимо экстренное освобождение путей (отправка 
части грузов в зоны временного хранения). Экстренное освобож-
дение путей проводится с помощью второй технологии. Ее ис-
пользуют также и для приема грузов с зоны временного хране-
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ния, расположенного до станции (если число задействованных 
путей на станции меньше критического уровня числа задейство-
ванных путей). График функции, задающей скорость изменения 
числа задействованных путей в рамках данной технологии, пред-
ставлен на рис. 2. 

 

Рис. 2. Скорость изменения числа задействованных станционных путей 
в рамках второй технологии 

 

Как видно из рис. 2, до тех пор пока число задействованных 
путей на станции не больше критического значения  , вторая 
технология применяется для приема грузов с зоны временного 
хранения, расположенного до станции. Так как данная техноло-
гия является дорогостоящей, то применяется она активно лишь 
при определенной загрузке станций (близкой к optz ), при которой 

уменьшается грузопоток в рамках первой технологии, а загру-
женность станций не близка к критической. Как только число за-
действованных путей на станции превышает значение ,  то вто-

рая технология применяется для экстренного вывоза части грузов 
в зону временного хранения, расположенную после станции. От-

метим, что функция  .  на полупрямой  ,   является линей-

но убывающей и следовательно вывоз грузов в зону временного 
хранения осуществляется с интенсивностью прямо пропорцио-
нальной превышению числа задействованных путей критическо-
го значения. 
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Организация подобных грузоперевозок с использованием зон 
временного хранения грузов должна включать в себя систему 
контроля. В данной модели используется простая система кон-
троля. Она заключается в том, что объемы грузов на соседних 
станциях должны совпадать с единым лагом времени 0,   назы-

ваемым характеристикой системы контроля. В нашей интерпре-
тации она формулируется следующим образом: число задейство-
ванных путей на соседних станциях должны совпадать с единым 
лагом времени 0.    

Таким образом, динамика числа задействованных путей, оп-
ределяемая описанными выше двумя технологиями, задается бес-
конечномерной системой дифференциальных уравнений 

         1 1 , , 0, .i i i i i iz t z z z z z i Z t               

После простейшего преобразования данная система приобре-
тает следующий вид 

     1 12 , , 0, .i i i i iz t z z z z i Z t                         (1) 

Система контроля задается следующими нелокальными ли-
нейными ограничениями  

     1 , , 0, .i iz t z t i Z t                               (2)  

Возникает вопрос, существуют ли режимы грузоперевозок, 
осуществляемые с помощью указанных выше технологий и удов-
летворяющие заданной системе контроля. Если такие режимы 
существуют, то для какого диапазона изменения характеристики 
системы контроля. Дело в том, что диапазон изменения характе-
ристики системы контроля   должен быть актуальным. Слишком 
малые значения   неактуальны, так как они значительно меньше 
времени перегона грузов со станции i  на станцию 1i  . Слишком 
большие значения τ также неактуальны, так как они не соизме-
римы с временными лагами реальных процессов.  

Итак, нам надо получить ответы на следующие вопросы. 
Имеет ли система дифференциальных уравнений (1) решения, 
удовлетворяющие нелокальным линейным ограничениям (2)? 
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Для какого диапазона изменения характеристики τ системы кон-
троля такие решения существуют?  

Прежде чем ответить на них дадим точное определение реше-
ния системы дифференциальных уравнений (1). 

Определение 1. Семейство абсолютно-непрерывных функций 

 { . } ,i i Zz   определенных на  0, ,  называется решением систе-

мы дифференциальных уравнений (1), если при почти всех 

 0,t   функции  iz   удовлетворяют этой системе. ■ 

Решение системы дифференциальных уравнений (1), удовле-
творяющие условию (2) (решения системы (1)–(2)) называются 
решениями типа бегущей волны, или солитонными решениями. 

Доказано существование 0   такого, что для всякого 

   0, , , , 0,i Z z R t          система (1)–(2) с фиксиро-

ванным начальным значением  iz t z  имеет решение. Такое 

решение является единственным (точная формулировка данного 
результата (теорема 6) приведена в приложении 1).  

Таким образом, существует такой диапазон изменения харак-
теристик системы контроля, что для каждого значения характе-
ристики системы контроля из этого диапазона имеется единст-
венный режим грузоперевозок, осуществляемый с помощью 
указанных выше технологий и удовлетворяющий заданной сис-
теме контроля. Значение 0   зависит от параметра α и констан-

ты Липшица   ,   т.е. функции, отражающей возможности вто-

рой технологии по приему грузов с зон временного хранения. 
С увеличением как параметра ,  так и константы Липшица зна-

чение   уменьшается.  
Напомним, что задача указанных выше технологий – обеспе-

чить дополнительную загрузку станций и по возможности увели-
чить интенсивность постоянного потока. 

Возникает вопрос: можно ли настолько увеличить интенсив-
ность постоянного потока, чтобы только за счет него обеспечить 
оптимальную загрузку станций? Отметим, что в нашей интерпре-
тации интенсивность потока прямо пропорциональна загружен-
ности станций обеспечивающих такой поток (числу задейство-
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ванных станционных путей). Для ответа на данный вопрос нужно 
исследовать стационарные решения системы (1)–(2) (в случае их 
наличия) на устойчивость.  

Система (1)–(2) имеет два стационарных решения: 

 1 ..., 0, 0, 0, ... ,z       2 ..., , , , ... .z        Доказано, что стацио-

нарное решение  2 ..., , , , ...z        является устойчивым, а ста-

ционарное решение  1 ..., 0, 0, 0, ...z      – неустойчивым (точная 

формулировка данного результата (теорема 7, теорема 8) приве-
дена в приложении 1). Таким образом, в рамках описанной моде-
ли можно организовать стационарный поток, в котором потенци-
ал всех станций будет максимально использован.  

1.2. Модель организации грузоперевозок  
по замкнутой цепочке станций.  

Случай неограниченной емкости зон  
временного хранения грузов 

Рассмотрим модель транспортных грузоперевозок по замкну-
той цепочке станций, изображенной на следующем рисунке (Бек-
ларян, Хачатрян, 2013). 

 

Рис. 3. Схема замкнутой цепочки станций 
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На рис. 3 представлена замкнутая цепочка, состоящая из n  
станций (нумерованные кружки). Как и в случае транснацио-
нальных грузоперевозок между произвольными двумя соседними 
станциями расположена зона временного хранения грузов (квад-
раты), так что на произвольную станцию груз может поступать из 
предыдущей станции или из зоны временного хранения, распо-
ложенной до станции и отправляться на следующую станцию или 
в зону временного хранения грузов, расположенную после стан-
ции. Организация грузопотока осуществляется точно так же, как 
и в предыдущей модели. Формально такую модель можно рас-
сматривать как частный случай модели транснациональных гру-
зоперевозок, и для ее исследования нам необходимо изучить ре-
шения системы (1)–(2), удовлетворяющие следующему 
дополнительному условию 

     , , 0, .i i nz t z t i Z t       

Таким образом, данная модель описывается следующей сис-
темой 

     1 12 , , 0, ,i i i i iz t z z z z i Z t                         (3)  

     , , 0, ,i i nz t z t i Z t                               (4)  

     1 , , 0, .i iz t z t i Z t                                (5) 

Справедлива следующая лемма. 

Лемма 1. Если  { . }i i Zz   является решением системы (3)–(5), 

то для произвольного i Z  функция  .iz  периодическая с перио-

дом n . 

Доказательство. Пусть  { . }i i Zz   является решением системы 

(3)–(5). Тогда из условия бегущей волны (соотношение (5)) сле-

дует, что для произвольных ,i Z   0,t   выполняется равен-

ство    .i i nt nz z t    Из условия (4) следует, что 

    ,i n it n t nz z       следовательно,    ,i it tz z n    т.е. 

 { . }i i Zz   является периодическим с периодом .n  ■ 
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Несложно заметить, что систему (3)–(5) можно переписать в 
следующем виде: 

      1 1 2 12 , 0, ,nz t z z z z t                            (6) 

      1 12 , 2,..., 1, 0, ,i i i i iz t z z z z i n t                   (7) 

      1 12 , 0, ,n n n nz t z z z z t                           (8) 

      1 , 1,..., 1, 0, ,i iz t z t i n t                             (9) 

      1 , 0, ,nz t z t t                                 (10) 

      , 1,..., , , 0, .i kn iz t z t i n k t                          (11) 

Наряду с системой (6)–(11) рассмотрим конечномерную сис-
тему 

      1 1 2 12 , 0, ,nz t z z z z t                           (12) 

      1 12 , 2,..., 1, 0, ,i i i i iz t z z z z i n t                     (13) 

      1 12 , 0, ,n n n nz t z z z z t                          (14) 

      1 , 1,..., 1, 0, ,i iz t z t i n t                            (15) 

      1 , 0,nz t z t t     .                          (16) 

Лемма 2. Если   .i i Z
z


 является решением системы (6)–

(11), то   1{ . }n
i iz   является решением системы (12)–(16). Если 

  1{ . }n
i iz   – решение системы (12)–(16), то   .i i Z

z


, где 

    , 1,..., ,i kn iz t z t i n k Z        является решением системы 

(6)–(11). 
Доказательство очевидно. ■ 
Таким образом, разрешимость исходной системы (3)–(5) зави-

сит от разрешимости конечномерной системы (12)–(16). 
Итак, согласно леммам 1 и 2, если система (12)–(16) имеет 

решение, то оно будет периодическим с периодом .n  Одним из 

таких решений является стационарное решение  , , ..., .     Для 

выявления других решений (если они существуют) изучим все 
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решения системы дифференциальных уравнений (12)–(14) (т.е. не 
только решения типа бегущей волны, удовлетворяющие услови-
ям (15)–(16)).  

Напомним, что функция  .  на полупрямой  ,   является 

линейно убывающей и имеет вид 

    , 1, ..., ,i iz z i n        где 0.   

На полупрямой  ,   имеет место неравенство  

    , 1, ..., .i iz z i n        

Следовательно, всюду на прямой  ,   имеет место сле-

дующая оценка 

   , 1, ..., .i iz z i n                                  (17) 

Рассмотрим систему (18)–(20), полученную из (12)–(14) в ре-

зультате подстановки вместо функции  .  значений .iz    

      1 1 22 , 0, ,nz t z z z t                       (18) 

     1 12 , 2, ..., 1, 0, ,i i i iz t z z z i n t                    (19)  

      1 12 , 0, .n n nz t z z z t                          (20) 

Замечание 1. Несложно заметить, что правая часть нера-

венства (17) является линеаризацией функции  .  в окрестно-

сти точки .  Следовательно, после линеаризации функции  .  в 

окрестности точки   система дифференциальных уравнений 
(12)–(14) преобразуется в систему дифференциальных уравнений 
(18)–(20). ■ 

С помощью замены i iz z   система дифференциальных 

уравнений (18)–(20) сводится к следующей системе дифференци-
альных уравнений  

      1 1 22 , 0, ,nz t z z z t                           (21) 

      1 12 , 2, ..., 1, 0, ,i i i iz t z z z i n t                      (22) 
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      1 12 , 0, .n n nz t z z z t                          (23) 

Система линейных дифференциальных уравнений (21)–(23) 

имеет единственное стационарное решение  0, 0, ..., 0  . Запишем 

систему (21)–(23) в матричной форме 

   ,z t Az                                        (24) 

где  

 
 

 
 

2 0 ... 0

2 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 ... 0 2

0 ... 0 2

A

      
       
 
 

      
       

, 

а         1 2. . , . ,..., . .
T

nz z z z      

Лемма 3. Для произвольных 0  , 0   собственные числа 
матрицы A  являются отрицательными.  

Доказательство приведено в приложении 2. ■ 
Лемма 4. Для произвольных 0  , 0   стационарное реше-

ние  , ,...,     линейной системы (18)–(20) является глобально 

устойчивым. 
Доказательство. Из леммы 3 следует, что для произвольных 

0,   0   стационарное решение  0, 0, ..., 0   линейной систе-

мы (24) является глобально устойчивым. Напомним, что линей-
ная система (24) была получена из линейной системы (18)–(20) с 
помощью замены .i iz z   Сделав обратную замену, мы полу-

чим, что для произвольных 0  , 0   стационарное решение 

 , , ...,      линейной системы (18)–(20) глобально устойчиво. ■ 

Теорема 1. Стационарное решение  , , ...,     нелинейной 

системы дифференциальных уравнений (12)–(14) локально ус-
тойчиво по Ляпунову по первому приближению. 
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Доказательство следует из замечания 1 и глобальной устой-

чивости стационарного решения  , , ...,     линейной системы 

дифференциальных уравнений (18)–(20). ■ 
Установим связь между свойствами решений системы нели-

нейных дифференциальных уравнений (12)–(14) и линейной сис-
темы дифференциальных уравнений (18)–(20). 

Лемма 5. Если   1{ . }n
i iz   является решением нелинейной сис-

темы (12)–(14), а   1{ . }n
i iz   является решением линейной системы 

(18)–(20) и для каждого 1, ...,i n   выполняется условие 

   0 0i itz z t  то для каждого 1, ...,i n  , 0t t  имеет место не-

равенство    .i iz t z t  

Доказательство следует из структуры правых частей систем 
дифференциальных уравнений (12)–(14), (18)–(20) и неравенства 
(17). ■ 

Покажем, что решение системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений (12)–(14) является ограниченным сверху. 

Лемма 6. Всякое решение системы нелинейных дифференци-
альных уравнений (12)–(14) ограничено сверху. Более того, асим-
птотически оно ограничено значением .  

Доказательство следует из леммы 4 и леммы 5. ■ 
Покажем, что решение системы нелинейных дифференциаль-

ных уравнений (12)–(14) является также ограниченным снизу. 

Лемма 7. Пусть   1{ . }n
i iz   является решением системы нели-

нейных дифференциальных уравнений (12)–(14), причем,   0iz t   

для каждого 1, ..., .i n    Тогда для произвольного t t  имеют ме-

сто неравенства   0, 1, ..., .i t i nz      

Доказательство следует из структуры правых частей систе-
мы дифференциальных уравнений (12)–(14). Действительно, 
пусть в некоторый момент времени одна из компонент решения 
системы дифференциальных уравнений (12)–(14) первой оказа-
лась равной нулю, т.е. для некоторого t t  выполняются усло-

вия: существует  1, 2, ...,m n    такое, что   0mz t   и при этом 
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  0iz t   для всех  1, 2, ..., .i n    Тогда из (12)–(14) следует, что 

  0mz t   и, следовательно,   0mz t   при .t t   Аналогичные рас-

суждения можно провести и для случаев, когда равными нулю 
становятся одновременно несколько компонент решения системы 
дифференциальных уравнений (12)–(14) (в том числе когда рав-
ными нулю становятся одновременно все компоненты реше-
ния). ■ 

Итак, мы можем сформулировать следующий результат. 
Теорема 2. Для произвольных 0,   0   всякое решение 

системы нелинейных дифференциальных уравнений (12)–(14) с 
неотрицательными координатами начального значения ограни-
чено. Более того, каждая координата решения снизу ограничена 
нулем, а сверху асимптотически значением  . 

Доказательство следует из леммы 6 и леммы 7. ■ 
Перейдем к исследованию области притяжения стационарно-

го решения  , , ...,      нелинейной системы дифференциальных 

уравнений (12)–(14). Для решения данной задачи система диффе-
ренциальных уравнений (12)–(14) была решена численно с  
помощью метода Рунге–Кутта 4-ого порядка. Результаты числен-
ных экспериментов сформулируем в виде следующего утвержде-
ния.  

Утверждение 1. Для любых 0,   0   всякое решение сис-

темы дифференциальных уравнений (12)–(14) с неотрицатель-
ными координатами начального значения сходится к стационар-

ному решению  , , ..., .      ■ 

Таким образом, если координаты начального значения не 
меньше нуля, то график решений системы дифференциальных 
уравнений (12)–(14) имеет вид 
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Рис. 4. График решений системы дифференциальных уравнений  
(12)–(14) (базовый случай) 

 

На данном рисунке представлен график решений нелинейной 
системы (12)–(14) при 10, 1, 0.5, 8.5.n           

Численные эксперименты также показали, что как с увеличе-
нием значения  , так и с увеличением значения   решения не-
линейной системы (12)–(14) раньше выходят на стационарный 
режим. Например, ниже на рисунках 5 и 6 представлены графики 
решений системы (12)–(14) при 1, 1     и 5, 0.5     со-

ответственно. 
Напомним, что мы занимаемся поиском решений типа бегу-

щей волны системы (3)–(5). Показано, что всякое решение типа 
бегущей волны системы (3)–(5) является периодическим (лем-
ма 1), а компоненты такого решения с номерами 1,2,...,n   являются 

решениями типа бегущей волны конечномерной нелинейной сис-
темы (12)–(14) (т.е. удовлетворяют системе (12)–(16)). Было иссле-
довано множество всех решений нелинейной системы (12)–(14) 
(т.е. не только решений типа бегущей волны, удовлетворяющих 
условиям  (15), (16)  и  являющихся  периодическими).  Доказано, 
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Рис. 5. График решений системы дифференциальных уравнений  

(12)–(14) с увеличенным значением параметра   
 

 
Рис. 6. График решений системы дифференциальных уравнений  

(12)–(14) с увеличенным значением параметра   
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что решения нелинейной системы дифференциальных уравнений 
(12)–(14) являются ограниченными (теорема 2). С помощью чис-
ленных экспериментов была определена область притяжения ста-
ционарного решения (утверждение 1). Из теоремы 2 и утвержде-
ния 1 следует, что всякое решение системы дифференциальных 
уравнений (12)–(14) с неотрицательными координатами началь-

ного значения сходится к стационарному решению  , , ...,    . 

Следовательно, других периодических решений, кроме стацио-

нарного решения  , , ...,      система дифференциальных урав-

нений (12)–(14) с неотрицательными координатами начального 
значения не имеет. Это в свою очередь означает, что система 
(12)–(16) с неотрицательными координатами начального значе-

ния кроме стационарного решения  , , ...,     не имеет других 

решений. Таким образом, исходная система (3)–(5) с неотрица-
тельными координатами начального значения имеет единствен-
ное решение типа бегущей волны, а именно, стационарное реше-

ние  ..., , , ..., , ... .       Однако любое решение системы (3)–(4) со 

временем становится сколь угодно близким к стационарному ре-
шению.  

Резюмируя выводы, полученные в данном параграфе, отме-
тим, что организация грузоперевозок по замкнутой цепочке стан-
ций в соответствии с описанными ранее технологиями всегда 
приводит к установлению максимально возможного стационар-
ного грузопотока. Время установления такого режима зависит 
как от технических возможностей перегонных путей, так и от ин-
тенсивности привлечения второй технологии для экстренного ос-
вобождения станций.  

В заключение отметим, что модели, представленные в пара-
графах 1.1 и 1.2 строились в предположении, что емкости зон 
временного хранения грузов не ограничены. В следующем пара-
графе представлена модификация модели организации грузопе-
ревозок по замкнутой цепочке станций, учитывающая ограни-
ченность указанных емкостей. 
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1.3. Модель организации грузоперевозок  
по замкнутой цепочке станций в случае  
ограниченной емкости зон временного  

хранения грузов 

Перейдем к модификации модели, представленной в преды-
дущем параграфе и описываемой системой (12)–(16) (Хачатрян, 
2013). Напомним, что между произвольными промежуточными 
станциями предполагается наличие зон для временного хранения 
грузов. Проведем их нумерацию. Зону хранения, расположенную 
между станциями с номерами i  и 1i   обозначим номером i . Ко-
личество задействованных путей в i-ой зоне хранения в момент 

времени t  обозначим через  .iy t  Предположим, что количество 

путей во всех зонах хранения одинаково и равно .V   
При такой модификации модели изменятся уравнения (12)–

(14), описывающие динамику числа задействованных путей на 
станциях. Кроме того, появятся дополнительные уравнения, опи-
сывающие динамику числа задействованных путей в зонах вре-
менного хранения грузов, решения которых должны удовлетво-
рять условию ограниченности емкостей этих зон.  

Начнем с пересмотра уравнения (13), записанного в виде раз-
ности входного и выходного потоков (стр. 16, аналог исходного 
варианта уравнения (1)). Первое слагаемое в правой части урав-
нения (13) описывает взаимодействие i-ой станции с ( 1i  )-ой 
станцией. Согласно правилу взаимодействия с предыдущей стан-
цией, если 1 ,i iz z   то грузопоток поступает с предыдущей стан-

ции, если же 1i iz z   то грузопоток отправляется в зону времен-

ного хранения грузов, расположенную между i-ой и ( 1i  )-ой 
станциями (данную зону хранения мы обозначили номером i ). С 
учетом ограниченности емкостей зон временного хранения, пер-
вое слагаемое в правой части уравнения (13) примет вид: 

   
     

1 1

1 1 .

i i i i

i i i i i

z z sign z z

z z sign z z sign V y

 

 

   

   
               (25) 
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Функция ,sign  участвующая в выражении (25) определяется 

следующим образом: 

 
1, 0

0, 0.

t
sign t

t


  

 

 
 

Второе слагаемое в правой части уравнения (13) описывает 
взаимодействие i-ой станции с ( 1i  )-ой станцией. Согласно пра-

вилу взаимодействия с последующей станцией, если 1,i iz z   то 

грузопоток отправляется на следующую станцию, если же 

1,i iz z   то грузопоток поступает с зоны временного хранения 

грузов, расположенной между ( 1i  )-ой и i-ой станциями (дан-
ную зону временного хранения грузов мы обозначили номером  
( 1i  )). С учетом ограниченности емкостей зон временного хра-
нения грузов, второе слагаемое в правой части уравнения (13) 
примет вид:  

   
     

1 1

1 1 1 .

i i i i

i i i i i

z z sign z z

z z sign z z sign y

 

  

   

  
              (26) 

Третье слагаемое в правой части уравнения (13) представляет 
собой интенсивность изменения числа задействованных путей на 
станциях в рамках второй технологии и описывает взаимодейст-
вие i-ой станции с соседними зонами временного хранения грузов 
(с номерами ( 1i  ) и i ). Напомним, что в рамках второй техноло-
гии, станция с номером i  принимает грузопоток с ( 1i  )-ой зоны 

временного хранения грузов с интенсивностью  iz  если iz    

и отправляет в i-ую зону временного хранения грузов с интен-

сивностью  iz  если .iz    С учетом ограниченности емкостей 

зон временного хранения грузов, третье слагаемое в правой части 
уравнения (13) примет вид 

     
     

1

.

i i i

i i i

z sign z sign y

z sign z sign V y

   

  
                    (27) 
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Таким образом, уравнение (13) примет следующий вид 

         1 1 1 1i i i i i i i i i iz z z sign z z z z sign z z sign V y             

         1 1 1 1 1i i i i i i i i iz z sign z z z z sign z z sign y            

           1 ,i i i i i iz sign z sign y z sign z sign V y         

 2, ..., 1, 0,i n t      . 

Аналогичным образом преобразуются и уравнения, описы-
вающие динамику числа задействованных путей на станциях с 
номерами 1 и .n  Необходимо лишь учесть, что для станции с но-
мером 1 предыдущей будет станция с номером n  и, соответст-
венно, для станции с номером n  последующей будет станция с 
номером 1. Итак, дифференциальные уравнения (12) и (14) пре-
образуются следующим образом 

         1 1 1 1 1 1n n n nz z z sign z z z z sign z z sign V y           

         1 2 1 2 1 2 2 1 nz z sign z z z z sign z z sign y         

     
       

1 1

1 1 1 , 0, ;

nz sign z sign y

z sign z sign V y t

  

      
 

   
     

1 1

1 1

n n n n n

n n n n n

z z z sign z z

z z sign z z sign V y

 

 

    

    
  

         1 1 1 1 1n n n n nz z sign z z z z sign z z sign y          

     
       

1

, 0,

n n n

n n n

z sign z sign y

z sign z sign V y t

    

     
. 

Теперь необходимо описать закон, по которому меняется чис-
ло задействованных путей в зонах временного хранения грузов. 
В произвольную зону временного хранения грузопоток поступает 
и с него отправляется как в рамках первой, так и второй техноло-
гий. Вспоминая описанные выше обе технологии, несложно убе-
диться, что динамика чисел задействованных путей в зонах вре-
менного хранения грузов будет описываться следующими 
дифференциальными уравнениями  
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     1 1 1 1 n ny z z sign z z sign V y       

     3 2 3 2 1z z sign z z sign y    

     1 1 1z sign z sign V y     

       2 2 1 , 0,z sign z sign y t        ; 

     1 1i i i i i iy z z sign z z sign V y        

     2 1 2 1i i i i iz z sign z z sign y        

     i i iz sign z sign V y       

       1 1 , 2, ..., 1, 0,i i iz sign z sign y i n t        ; 

     1 1n n n n n ny z z sign z z sign V y        

     2 1 2 1 nz z sign z z sign y     

     n n nz sign z sign V y     

       1 1 , 0, .nz sign z sign y t      

Линейные слагаемые правых частей этих уравнений описы-
вают динамику числа задействованных путей в зонах временного 
хранения грузов в рамках первой технологии, а нелинейные – в 
рамках второй технологии.  

Кроме этого, должны выполняться следующие неравенства 

   0 , 1,..., , 0, .iy t V i n t          

Эти неравенства накладывает ограничение на число задейст-
вованных путей в зонах временного хранения грузов. Оконча-
тельно, наша модель, описывающая процесс грузоперевозок и их 
систему контроля, задается следующим образом:  

         1 1 1 1 1 1n n n nz z z sign z z z z sign z z sign V y          

         1 2 1 2 1 2 2 1 nz z sign z z z z sign z z sign y        

     
         

1 1

1 1 1 , 0, ; 28

nz sign z sign y

z sign z sign V y t

   

      
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         1 1 1 1i i i i i i i i i iz z z sign z z z z sign z z sign V y             

         1 1 1 1 1i i i i i i i i iz z sign z z z z sign z z sign y            

           1 ,i i i i i iz sign z sign y z sign z sign V y        

  2, ..., 1, 0, ;i n t                                     (29)   

         1 1 1 1n n n n n n n n n nz z z sign z z z z sign z z sign V y              

         
     

1 1 1 1 1

1

n n n n n

n n n

z z sign z z z z sign z z sign y

z sign z sign y





      

    

 
 

       , 0, ; (30)n n nz sign z sign V y t        

     1 1 1 1 n ny z z sign z z sign V y       

     3 2 3 2 1z z sign z z sign y    

     1 1 1z sign z sign V y     

       2 2 1 , 0,z sign z sign y t        ;             (31) 

     1 1i i i i i iy z z sign z z sign V y        

     2 1 2 1i i i i iz z sign z z sign y        

     i i iz sign z sign V y       

       1 1 , 2, ..., 1, 0,i i iz sign z sign y i n t        ;    (32) 

     1 1n n n n n ny z z sign z z sign V y        

     2 1 2 1 nz z sign z z sign y     

     n n nz sign z sign V y     

       1 1 , 0,nz sign z sign y t     ;              (33) 

    0 , 1,..., , 0, ;iy t V i n t                          (34)  

      1 , 1,..., 1, 0, ;i iz t z t i n t                       (35)  

      1 , 0, .nz t z t t                              (36)  

Система дифференциальных уравнений (28)–(33) имеет три 
типа стационарных решений. Опишем их. 
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1. , , 0 , 1, ..., ;i i i iz y c c V i n          

2. , , 0, 1, ..., ;i iz b b y i n         

3. , , , 1, ..., .i iz b b y V i n          

Очевидно, что эти решения удовлетворяют также и условиям 
(34)–(36). Аналитическое исследование других решений системы 
(28)–(36) (если они существуют) крайне затруднительно, т.к. пра-
вые части дифференциальных уравнений (28)–(33) являются раз-
рывными функциями. В связи с этим система (28)–(36) была  
исследована численно. Приведем результаты численного иссле-
дования.  

1.3.1. Результаты численной реализации  
системы (28)–(36) 

Вначале были исследованы все решения системы (28)–(34) 
(т.е. не только решения типа бегущей волны, удовлетворяющие 
условиям (35)–(36)). В численных экспериментах значение n  бы-

ло равным 5, 10,   20.V   Как показывают численные экспе-

рименты при любых неотрицательных координатах начального 
значения решения системы (28)–(34) сходятся к одному из трех 
указанных типов стационарных решений. Например, на рис. 7 и 
рис. 8 решения системы (28)–(34) сходятся к стационарному ре-
шению первого типа.  

 

Рис. 7. Динамика чисел задействованных путей на станциях.  
Сходимость к стационарному решению первого типа 
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Рис. 8. Динамика чисел задействованных путей в зонах временного  
хранения грузов. Сходимость к стационарному решению первого типа 

 
На рис. 9 и рис. 10 решения системы (28)–(34) сходятся к ста-

ционарному решению второго типа.  

 

Рис. 9. Динамика чисел задействованных путей на станциях.  
Сходимость к стационарному решению второго типа 

 

Рис. 10. Динамика чисел задействованных путей в зонах временного 
хранения грузов. Сходимость к стационарному решению второго типа 
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На рис. 11 и рис. 12 решения системы (28)–(34) сходятся к 
стационарному решению третьего типа.  

 

Рис. 11. Динамика чисел задействованных путей на станциях.  
Сходимость к стационарному решению третьего типа 

 

Рис. 12. Динамика чисел задействованных путей в зонах временного 
хранения грузов. Сходимость к стационарному решению третьего типа 

 
Т.к. произвольное решение системы (28)–(34) с неотрица-

тельными координатами начального значения сходится к стацио-
нарному решению одного из трех типов, то указанная система не 
имеет других решений, которые удовлетворяют условиям (35)–
(36) бегущей волны, кроме стационарных. Таким образом, систе-
ма (28)–(36) с неотрицательными координатами начального зна-
чения имеет только стационарные решения.  
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1.3.2. Исследование области устойчивости  
стационарных решений 

Стационарные решения системы (28)–(36) исследованы на ус-
тойчивость в классе всех решений системы (28)–(34). Здесь следу-
ет отметить, что понятие устойчивости применяется только к ком-
понентам стационарного решения, описывающим числа 
задействованных путей на станциях. Таким образом, стационарное 
решение системы (28)–(36) называется устойчивым, если компо-
ненты произвольного решения системы (28)–(34), описывающие 

числа задействованных путей на станциях, т.е.  . , 1, ..., ,iz i n  

близкие к соответствующим компонентам стационарного решения 
в начальный момент времени, сколь угодно близко к ним прибли-
жаются, начиная с некоторого момента времени. Как показали 
численные эксперименты, стационарные решения системы (28)–
(36) второго и третьего типов являются локально устойчивыми, а 
первого – глобально устойчивыми. С помощью численных экспе-
риментов определена область притяжения стационарных решений 
первого типа. В зависимости от взаимного расположения на чи-
словой прямой точек   и V  получаются три вида областей устой-
чивости (рис. 13, рис. 14, рис. 15). По оси z  откладывается среднее 
значение числа задействованных путей на станциях, а по оси y  – 

среднее значение числа задействованных путей в зонах временно-
го хранения грузов в начальный момент времени. 

 
Рис. 13. Первый вид области притяжения ( V  ) 
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Рис. 14. Второй вид области притяжения ( V  ) 

 

Рис. 15. Третий вид области притяжения ( V  ) 
 

Вернемся к стационарным режимам. С экономической точки 
зрения наиболее оптимальным является первый режим. Во-
первых, только он является глобально устойчивым. Во-вторых, в 
этом режиме наиболее эффективно используются возможности 
станций и при этом можно организовать бесперебойную работу 
системы грузоперевозок. Из рисунков 13, 14 и 15 следует, что 
система переходит в стационарный режим первого типа, если 
сумма средних значений чисел задействованных путей на стан-
циях и чисел задействованных путей в зонах временного хране-
ния грузов в начальный момент времени не меньше   и при этом 
не превышает значения .V  Если сумма средних значений чи-
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сел задействованных путей на станциях и чисел задействованных 
путей в зонах временного хранения грузов в начальный момент 
времени меньше ,  то система переходит в стационарный режим 

второго типа. Наконец, если сумма средних значений чисел за-
действованных путей на станциях и чисел задействованных путей 
в зонах временного хранения грузов в начальный момент време-
ни больше ,V  то система переходит в стационарный режим 

третьего типа. 
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Глава 2 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОРГАНИЗАЦИИ 
ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ ГРУЗОПЕРЕВОЗОК  

МЕЖДУ УЗЛОВЫМИ СТАНЦИЯМИ В СЛУЧАЕ 
СТАБИЛЬНО ВЫСОКОГО СПРОСА НА ПЕРЕВОЗКИ 

В данной главе продолжается построение моделей организа-
ции железнодорожных грузоперевозок в условиях стабильно вы-
сокого спроса на грузоперевозки. Рассматривается еще одна кон-
фигурация железнодорожной сети, а именно, железнодорожная 
линия между крупными узловыми станциями. При организации 
грузоперевозок в рамках данной конфигурации железнодорожной 
сети одинаково важны как процедура взаимодействия промежу-
точных станций, так и процедуры, связанные с приемом грузов на 
начальной узловой станции и отправкой грузов с конечной узло-
вой станцией. Поэтому, построение моделей в данной главе про-
водится с учетом узловых станций и их влияния на систему гру-
зоперевозок.  

2.1. Два способа корректировки  
системы организаций грузоперевозок 

Приступим к построению моделей, описывающих движение 
грузопотока между двумя узловыми станциями. Железнодорож-
ная линия, соединяющая узловые станции, содержит ряд проме-
жуточных станций. Пусть их число равно .m  Обозначив через 0  
и 1m  номера начальной и конечной узловых станций, получим 

следующее множество номеров станций  0, 1, ..., , 1 .m m     Ин-

тенсивность потока грузов, поступающих на начальную узловую 
станцию с железнодорожных направлений, будем описывать с 

помощью функции  1 ,   интенсивность потока грузов распре-
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деляющихся с конечной узловой станции – с помощью функции 

 2 .   Модель задается системой: 

        0 1 0 1 0 0 , 0, ,z t t z z z t                      (37)  

      1 12 , 1,..., , 0, ,i i i i iz t z z z z i m t                     (38) 

        1 1 2 1 , 0, ,m m m mz t z z t z t                       (39)  

      1 , 0,..., , 0, .i iz t z t i m t                             (40)  

Функция  0   описывает вторую технологию на начальной 

узловой станции. На начальной узловой станции вторая техноло-
гия используется только для разгрузки и, поэтому, она обладает 

следующими свойствами: на полупрямой  ,   тождественно 

равна 0, а на полупрямой  ,   является линейно убывающей. 

Вспомним, что в моделях, описанных в главе 1 правило приема и 
правило отправки грузов на произвольной станции зависели от 
числа задействованных путей на соседних станциях. В данной 
модели для начальной и конечной узловых станций данное свой-
ство потока не выполняется. Это приводит к тому, что за исклю-

чением случая, когда функции  1   и  2   тожественно равны 

нулю (не имеющего экономического смысла) система (37)–(40) 
не имеет решения, т.е. невозможна организация грузопотока в 
рамках указанных технологий с описанной системой контроля. 
Это приводит к необходимости корректировки либо технологий 
грузоперевозок, либо системы контроля.  

В первом случае такая корректировка достаточна только на 
узловых станциях. Она заключается в том, чтобы, управляя ин-
тенсивностью приема грузов на начальной узловой станции и ин-
тенсивностью отправки грузов с конечной узловой станции, до-
биться организации грузопотока с указанной системой контроля. 
Такая организация грузопотока связана с импульсными измене-
ниями числа задействованных путей на станциях. Корректировка 
системы контроля заключается в ее ослаблении. Как в первом, 
так и во втором случае формально речь идет о правильном рас-
ширении класса решений системы (37)–(40), которые назовем 
квазирешениями.  
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Рассматривается два типа квазирешений. Первый тип предпо-

лагает эндогенные задания функций  1   и  2 ,   начиная с 

момента времени, равного характеристике системы контроля, и 
допускает разрывные решения, второй тип – допускает малые на-
рушения в системе контроля (условие (40)).  

Далее приводится подробное описание указанных корректи-
ровок системы организации грузоперевозок. 

2.2. Корректировка технологий грузоперевозок 

Данный параграф посвящен одному из способов правильного 
расширения класса решений системы (37)–(40).  

Определение 2. Семейство кусочно абсолютно непрерывных 

функций   1
0{ } ,m

i iz 
  определенных на  0, ,  называется квази-

решением системы (37)–(40) первого типа с характеристикой ,  

если при почти всех  0,t   функции  iz   удовлетворяют 

системе (37)–(40) с возможными разрывами в точках ,k  

1, 2, ....k     ■ 

В работе (Beklaryan, Khachatryan, 2006) подробно описан спо-
соб получения таких квазирешений. Приведем содержательные 
аспекты данного способа, после чего перейдем к ее практической 
реализации.  

С помощью замены времени t t  систему (37)–(40) пере-
пишем в виде:  

       0 1 0 1 0 0 , 0, ,x t t x x x t                      (41) 

     1 12 , 1, 2, ..., , 0, ,i i i i ix t x x x x i m t                      (42) 

       1 1 2 1 , 0, ,m m m mx t x x t x t                        (43) 

     1 1 , 0, 1, 2, ..., , 0, ,i ix t x t i m t                         (44)  

где      1 1 2 2, , ,i i
t t t

x t z t t                       
   

 0, 1, 2, ..., , 1, 0, .i m m t           
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Переформулируем определение 2 для системы (41)–(44). 
Определение 3. Семейство кусочно абсолютно непрерывных 

функций   1
0{ } ,m

i ix 
  определенных на  0, ,  называется квази-

решением системы (41)–(44) первого типа с характеристикой  , 

если при почти всех  0,t   функции  iz   удовлетворяют 

системе (41)–(44) с возможными разрывами в точках 1, 2, ....k    ■ 

На начальном этапе рассматривалось сужение системы (41)–

(44) на отрезок  0,1 , т.е. система:  

        0 1 0 1 0 0 , 0,1 ,x t t x x x t                     (45) 

      1 12 , 1, 2, ..., , 0,1 ,i i i i ix t x x x x i m t                       (46) 

      1 1 2 1 , [0,1],m m m mx t x x t x t                     (47) 

    10 1 , 0, 1, 2, ..., .i ix x i m                                (48) 

Была доказана теорема существования и единственности ре-

шения системы (45)–(48). В соответствии с решением   1
0{ }m

i ix 
  

системы (45)–(48) были построены функции  1 . ,  2 .  и 

  1
0{ }m

i ix 
  на полупрямой  0, :  
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Доказана лемма, согласно которой решение краевой задачи 

(45)–(48), продолженное на полупрямую  0, ,  в силу соотно-

шений (49) является квазирешением системы (37)–(40) первого 
типа с характеристикой .   

Режим грузоперевозок, описываемый квазирешениями перво-
го типа, предполагает импульсное изменение числа задейство-
ванных путей на станциях в моменты времени, кратные характе-
ристике системы контроля. В связи с этим возникает вопрос: 
можно ли уменьшать разрывы в квазирешениях первого типа, – и 
как это сделать.  

Для этого нам потребуется следующее определение. 
Определение 4. Квазирешение первого типа с характеристи-

кой   называется ε-квазирешением первого типа с характеристи-
кой   если выполняются неравенства 

   0 00 0 , 1, 2, ... .z k z k k            ■ 

Доказано (Хачатрян, 2004), что существует такое 0  , что 

для всякого  0,   существует -квазирешение первого типа с 

характеристикой   со сколь угодно малым 0,   т.е. разрывы в 

квазирешениях первого типа можно сделать сколь угодно малы-

ми. Для этого необходимо импульсно изменить функцию  1   в 

начальный период времени (рис. 16).  

 

Рис. 16. Импульсное изменение функции  1    

в начальный период времени 
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2.2.1. Численная реализация квазирешений  
первого типа 

Перейдем к численной реализации квазирешений первого ти-
па (Khachatryan, Akopov, 2017). Как было отмечено выше, она со-
стоит из двух этапов. На первом этапе находится решение систе-

мы, являющейся ограничением этой системы на отрезок  0,1 ,  

т.е. решение системы (45)–(48). В численных экспериментах ко-
личество станций было равным 10: начальная станция отравления 
грузов ( 0i  ), промежуточные станции ( 1, 2, ..., 8i    ) и конечная 

станция распределения грузов ( 9i  ). 
Прежде чем перейти к численному решению данной системы, 

необходимо определить функции        0 1 2. , . , , .t t          

Функция  .  на отрезке  0,  задается с помощью параболы 
2

1 ,y ax bx    где  10, 0,a y    а на полупрямой  ,   – 

с помощью прямой  2 ,y с x    0.с   Очевидно, что коэффи-

циенты параболы связаны соотношением ,b a   т.е. чем боль-

ше ,a  тем больше интенсивность приема грузов по второй техно-

логии.  

Функция  0 .   на отрезке  0,  тождественна равна 0, а на 

полупрямой  ,   задается с помощью прямой  3 0 ,y с x    

0 0.с   

Перейдем к выбору функций  1 .  и  2 . .  Напомним, что 

эти функции определяют соответственно интенсивность подачи 
грузов на начальную станцию и интенсивность распределения 
грузов с конечной станции. Очевидно, что интенсивность подачи 
грузов на начальную станцию должна обладать свойством сезон-
ности. Кроме того, во избежание заторов на станциях период 
приема грузов на начальную станцию должен сменяться перио-
дом более интенсивной отправки грузов на следующую станцию. 
Аналогичные рассуждения справедливы и для конечной станции 
(период распределения грузов с конечной станции должен сме-
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няться периодом более интенсивного приема грузов с предыду-

щей станции). В силу вышесказанного, в качестве  1 .  и  2 .  

используются периодические функции      1 2 cos ,t t t      

причем, амплитуда и период функций являются параметрами мо-
дели.  

После определения функций      1 2. , ,t t     приступим к 

решению краевой задачи (45)–(48). Алгоритм решения следующий.  
 

1. Находим решение системы уравнений (45)–(48) с началь-
ными условиями  

     0 1 10 , 0 , ..., 0 .mx x x          

Для найденного решения   1
0{ . }m

i ix 
  вычисляем следующее вы-

ражение: 

             22 2
0 1 1 2 10 1 0 1 ... 0 1 .m mQ x x x x x x         

2. Для заранее заданного малого значения 0   с помощью 
градиентного метода находим решение системы дифференциаль-
ных уравнений (45)–(47) с такими начальными условиями, для 
которых выполняется условие .Q    На каждой итерации гради-

ентного метода решение системы уравнений (45)–(47) находится 
с помощью метода Рунге–Кутта четвертого порядка. Таким обра-
зом, мы получаем решение системы (45)–(48).  

На втором этапе решение краевой задачи (45)–(48) продолжа-

ется на  1,  согласно соотношениям (49). В результате мы по-

лучаем квазирешения системы (41)–(44), т.е. функции 

 . , 0,1, ... 1,ix i m   удовлетворяющие этой системе и имеющие 

разрывы в точках 1, 2, ....k      

Основная цель численной реализации – определить вид и ди-
намику квазирешений системы (41)–(44), а также изучить их за-
висимость от параметров модели 0, , , , ,a с с       и .  Заме-

тим, что все указанные параметры положительны. Результаты 
численных экспериментов представлены в следующих двух ут-
верждениях. 
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Утверждение 2. Квазирешения системы (41)–(44) удовлетво-
ряют следующим ограничениям: 

  1 2
1 2 , 0, 1, ...9,t t

ie x t e i                            (50) 

где 

1 2 1 21, 1, 0, 0             . ■ 

Таким образом, согласно утверждению 2, квазирешения сис-
темы (41)–(44) как сверху, так и снизу мажорируются экспонен-
циальными функциями. Например, на рисунке 17 приведен гра-
фик одного из квазирешений системы (41)–(44). 

 
Рис. 17. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа 

(базовый случай) 

 
Данное квазирешение получено при 10   и следующих зна-

чениях параметров:  

060, 0.1, 5, 2 , 0.1, 0.1, 1a с с                 .   (51) 

Для того чтобы увидеть на графиках разрывы функций при-
ведем небольшой фрагмент рисунка 17 (отрезок [3.5; 5.5], разры-
вы в точках 4 и 5).  

Как видно из рисунка 18, наибольший разрыв в указанных 

точках имеет функция  0 .x . Далее, с увеличением номера коор-

динаты квазирешения разрывы уменьшаются. Данная тенденция 
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преимущественно сохраняется и в последующих целочисленных 
точках. Для сравнения на рисунке 19 приведены гистограммы 

разрывов функций  0 .x ,  1 .x ,  2 .x ,  3 .x  (гистограммы ос-

тальных функций не приведены, чтобы не загромождать рису-
нок). 

 

Рис. 18. Фрагмент графика квазирешения системы (41)–(44)  
первого типа (базовый случай) 

 

 
Рис. 19. Гистограммы разрывов функций  0 .x ,  1 .x ,  2 .x ,  3 .x  

(базовый случай) 
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Для указанных значений параметров неравенство (50) прини-
мает следующий вид: 

 0.09 0.0810.75 9.25 , 0, 1, ...9.t t
ie x t e i       

Параметры 1 2,   функций, мажорирующих квазирешения 

системы (41)–(44), зависят от параметров указанной системы, по-
этому, обозначим их  

   1 1 0 2 2 0, , , , , , , , , , , , , .a с с a с с                         

В результате многочисленных экспериментов было выявлено, 

что функция  1 .  монотонна по всем параметрам, за исключени-

ем параметра ,с  относительно которого она неизменна. Функция 

 2 .  также монотонна по всем параметрам за исключением па-

раметра ,а  относительно которого она неизменна. В следующем 

утверждении приведем более детальную формулировку этого ре-
зультата. 

Утверждение 3. Функции  1 .  и  2 .  обладают следующи-

ми свойствами:  

1) 
   1 2. .

0, 0;
 

 
 

      2) 
   1 2. .

0, 0;
a a

 
 

 
   

3) 
   1 2. .

0, 0;
 

 
 

      4) 
   1 2. .

0, 0;
 

 
 

  

5) 
   1 2

0 0

. .
0, 0;

с с

 
 

 
      6) 

   1 2. .
0, 0,

с с

 
 

 
   

7) 
   1 2. .

0, 0.
 

 
 

   ■  

Ниже приведем графики квазирешений системы (41)–(44), в 
которых поочередно значение одного из параметров отличается 
от значения, приведенного в (51) при неизменных значениях дру-
гих параметров. При этом значение   также неизменно и рав-
но 10. Кроме того, для указанных квазирешений получим оцен-
ку (50).  
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На рисунке 20 приведен график квазирешения системы (41)-
(44) со следующими значениями параметров:  

085, 0.1, 5, 2 , 0.1, 0.1, 1.a с с                   

 

Рис. 20. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  
с увеличенным значением параметра   

 
Заметим, что по сравнению с (51), увеличено значение  . Для 

указанных значений параметров неравенство (50) принимает сле-
дующий вид: 

 0.07 0.0610.86 9.29 , 0, 1, ...9.t t
ie x t e i       

На рисунке 21 приведен график квазирешения системы (41)–
(44) со следующими значениями параметров:  

060, 0.4, 5, 2 , 0.1, 0.1, 1.a с с                  

По сравнению с (51) увеличено значение a . Для указанных 
значений параметров неравенство (50) принимает следующий 
вид:  

 0.12 0.0810.88 9.39 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       
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Рис. 21. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  

с увеличенным значением параметра a  

 
На рисунке 22 приведен график квазирешения системы (41)–

(44) со следующими значениями параметров:  

060, 0.1, 10, 2 , 0.1, 0.1, 1.a с с                  

 

Рис. 22. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  
с увеличенным значением параметра   
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По сравнению с (51), увеличено значение  . Для указанных 

значений параметров неравенство (50) принимает следующий 
вид:  

 0.15 0.1310.61 9.63 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       

На рисунке 23 приведен график квазирешения системы (41)–
(44) со следующими значениями параметров:  

060, 0.1, 5, 4 , 0.1, 0.1, 1.a с с                  

 
Рис. 23. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  

с увеличенным значением параметра   
 

По сравнению с (51) увеличено значение  . Для указанных 
значений параметров неравенство (50) имеет следующий вид:  

 0.12 0.110.86 9.2 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       

На рисунке 24 приведен график квазирешения системы (41)–
(44) со следующими значениями параметров:  

060, 0.1, 5, 2 , 2, 0.1, 1.a с с                   

По сравнению с (51) увеличено значение 0с . Для указанных 

значений параметров неравенство (50) принимает следующий 
вид:  

 0.11 0.0710.92 9.26 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       
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Рис. 24. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  

с увеличенным значением параметра 0с  

 
На рисунке 25 приведен график квазирешения системы (41)–

(44) со следующими значениями параметров:  

060, 0.1, 5, 2 , 0.1, 2, 1.a с с                  

 
Рис. 25. График квазирешения системы (41)–(44) первого типа  

с увеличенным значением параметра с  
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По сравнению с (51) увеличено значение с . Для указанных 
значений параметров неравенство (50) принимает следующий 
вид:  

 0.09 0.110.72 9.2 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       

Наконец, на рисунке 26 приведен график квазирешения сис-
темы (41)–(44) со следующими значениями параметров:  

060, 5, 2 , 0.1, 0.1, 0.1, 4.a с с                  

 
Рис. 26. График квазирешения системы дифференциальных уравнений  

с увеличенным значением параметра   
 

По сравнению с (51) увеличено значение .  Для указанных 
значений параметров неравенство (50) принимает следующий вид:  

 0.04 0.0310.79 9.42 , 0, 1, ... 9.t t
ie x t e i       

В заключение перейдем к анализу результатов, следующих из 
приведенных утверждений и имеющих практическое значение. 
Из утверждения 3 следует, что рост квазирешений системы (41)–
(44) уменьшается с увеличением параметров   и ,  а также с 

уменьшением параметров   и .  Численные эксперименты пока-

зали, что аналогичным образом ведут себе и разрывы квазиреше-
ний системы (41)–(44), т.е. они уменьшаются с увеличением па-
раметров   и   и уменьшением параметров   и .  Например, 
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для сравнения с рисунком 19 приведем гистограммы разрывов 

функций  0 . ,x   1 . ,x   2 . ,x   3 . ,x  являющихся компонентами 

квазирешений системы (41)–(44) с увеличенным значением пара-
метра  (с 60 до 85) и при неизменных значениях других пара-
метров.  

 
Рис. 27. Гистограммы разрывов функций  0 .x ,  1 .x ,  2 .x ,  3 .x   

с увеличенным значением параметра   

 
Напомним, что параметры   и   являются характеристиками 

интенсивности подачи грузов на начальную станцию и не могут 
управляться организатором грузоперевозок, в отличие от пара-
метров   и .  Таким образом, организатор грузоперевозок мо-
жет добиться уменьшения загруженности станций, увеличивая 
интенсивность движения грузопотока (параметр  ) и характери-
стику системы контроля (параметр  ). Однако здесь следует 
иметь в виду, что для больших значений   система контроля те-
ряет свою актуальность. Итак, выбор параметра   зависит ис-
ключительно от технических возможностей инфраструктуры гру-
зоперевозок, а выбор параметра   должен достигаться за счет 
компромисса между техническими возможностями инфраструк-
туры грузоперевозок и актуальностью системы контроля.  
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2.3. Корректировка системы контроля 

Далее рассмотрим другой возможный способ расширения 
класса решений типа бегущих волн (решений системы (37)–(40)) 
до класса решений типа «квазибегущих» волн, а именно – ослаб-
ление нелокальных ограничений (40) (допущение выполнения 
этих ограничений с некоторой погрешностью). Отметим, что вы-
полнение нелокальных ограничений (40) обеспечивает вывод 
грузов из зон временного хранения. Следовательно, их ослабле-
ние может привести к накоплению грузов в зонах временного 
хранения. Поэтому, в данном случае помимо исследования дина-
мики числа задействованных путей на станциях, необходимо 
также исследовать динамику числа задействованных путей и в 
зонах временного хранения грузов. Начнем с исследования дина-
мики числа задействованных путей на станциях. 

2.3.1. Исследование динамики числа  
задействованных путей на станциях 

Приведем точное определение квазирешений второго типа.  
Определение 5. Семейство абсолютно непрерывных функций 

  1
0{ }m

iz  , определенных на  0, ,  называется  -квази- 

решением системы (37)–(40) второго типа с характеристикой ,  

если при почти всех  0,t   функции  iz   удовлетворяют 

системе (37)–(39) и выполняется условие  

     1 , 0,..., , 0, .i iz t z t i m t            ■            (52) 

Прежде чем перейти к исследованию квазирешений системы 
(37)–(40) второго типа, изучим множество всех решений системы 
уравнений (37)–(39). Очевидно, что при любых начальных усло-
виях данная система имеет единственное решение. При опреде-

ленном выборе функций  1 .  и  2 .  решения системы уравне-

ний (37)–(39) являются ограниченными. 
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Теорема 3. Пусть функции  1 .  и  2 .  ограничены на по-

лупрямой  0, . Тогда решения системы дифференциальных 

уравнений (37)–(39) являются ограниченными.  
Доказательство в приложении 3. ■ 
Для более детального исследования решений система (37)–

(39) была реализована численно с помощью метода Рунге–Кутта 
четвертого порядка (Khachatryan, Akopov, Belousov, 2018). Перед 
тем как перейти к описанию численного решения данной систе-

мы, необходимо определить функции        0 1 2. , . , , .t t          

Функция  .  на отрезке  0,  задается с помощью параболы 
2

1y ax bx   , где  10, 0a y   , а на полупрямой  ,   – с 

помощью прямой  2 ,y с x    0с  . Функция  0 .  на отрез-

ке  0,  тождественна равна 0, а на полупрямой  ,   задается 

с помощью прямой  3 0 ,y с x    0 0с  . 

В качестве  1 .  и  2 .  будем использовать два класса 

функций:  

а) постоянная функция    1 2 ;t t d      

б) периодическая функция      1 2 cos , .t t d t d            

2.3.2. Квазирешения системы (37)–(40) второго типа  

с постоянными функциями  1 .  и  2 .  

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (37)–(39), 

в которой    1 2 , 0.t t d d      Это означает, что на началь-

ную узловую станцию грузопоток осуществляется с постоянной 
интенсивностью d  и с такой же интенсивностью распределяется 
с конечной узловой станции. Будем исследовать зависимость ре-
шений системы (37)–(39) от параметров модели 0, , , , .a c c d      

Отметим, что все указанные параметры являются положитель-
ными. Согласно результатам численных экспериментов, начиная 
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с некоторого момента времени, решения системы (37)–(39) выхо-
дят на постоянные значения для всех значений параметров 

0, , , ,a c c d       этой системы, т.е. существует 0t  , такое, что 

выполняются условия: 

 0 0z t d ,  1 1z t d , …,  m mz t d ,  1 1m mz t d  ,  ,t t  , 

причем числа , 0, 1, ..., , 1id i m m       удовлетворяют условию:  

1 1...o m md d d d     . 

Например, на рисунке 28 приведено одно из решений системы 
(37)–(39). 

 
Рис. 28. График решения системы (37)–(39)  

с постоянными функциями  1 .  и  2 .  
 

Данное решение получено при 10   и следующих значениях 

параметров: 01, 0.2, 1, 3.a c c d            

Обозначим , 0, 1, ..., , 1i id d i m m        . Таким образом, 

числа id  определяют отклонение решений от значения ,  опре-

деляющего оптимальную загруженность станций. На рисунке 29 

приведем гистограмму чисел ,id  полученных по решениям сис-

темы (37)–(39), график которых изображен на рисунке 28.  
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Рис. 29. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  
от значения   (базовый случай) 

 
Как видно из рисунка 29, наибольшие отклонения от значе-

ния   имеют первая и последняя компоненты решения системы 
(37)–(39). По мере приближения к центральным компонентам 
решения, указанные отклонения уменьшаются, причем присутст-
вуют как положительные, так и отрицательные отклонения. При-
ведем содержательную интерпретацию гистограммы 29. Для это-
го отметим, что если число задействованных узлов на станции 
равно ,  то это означает, что на данной станции полностью ис-

пользуется тот объем инфраструктурных возможностей, который 
позволяет организовать бесперебойный грузопоток. Положитель-
ное отклонение от значения   указывает на то, что станция под-
ключает дополнительные мощности и при этом возможны пере-
бои в организации грузоперевозок, а отрицательное – о 
возможности дополнительной загрузки. Таким образом, цен-
тральные станции оптимально используют инфраструктурные 
возможности. Начальная узловая станция и станции, располо-
женные рядом с ней, наиболее загружены, а конечная узловая 
станция и станции, расположенные рядом с ней, не в полном объ-
еме используют инфраструктурные возможности.  
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Исследуем зависимость id  от параметров модели. Начнем с 
параметра .  Напомним, что он определяет нормативные прави-
ла взаимодействия соседних станций. Будем увеличивать значе-
ние параметра   при неизменных значениях других параметров. 
Согласно результатам экспериментов, имеет место следующая 
закономерность: абсолютная величина максимального отклоне-

ния решения системы (37)–(39) от значения ,  т.е. 
0,1,..., , 1

max i
i m m

d
    

 

уменьшается с увеличением параметра .  Данную тенденцию 
можно увидеть на рисунке 30. На нем представлена гистограмма 

отклонений id  при значениях параметра ,  равных 2, 5, 10 и 100 

и следующих фиксированных значениях остальных параметров: 

00.2, 1, 3.a c c d        Следовательно, для сколь угодно малого 

0  , найдется значения параметра   такое, что при всех     
(и при неизменных значениях других параметров) будет выпол-
няться неравенство 

 
0,1,..., , 1

max .i
i m m

d
 

 
   

                                   (53) 

 

Рис. 30. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  
от значения   при изменении параметра   
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Перейдем к исследованию отклонений id  от параметра ,a  

который определяет интенсивность приема грузов с помощью 
второй технологии, задающей правило взаимодействия станции с 
соседними зонами временного хранения грузов. Будем увеличи-
вать значение данного параметра при неизменных значения дру-
гих параметров. Напомним, что это означает увеличение интен-
сивности приема грузов по второй технологии. Как показывают 
эксперименты, это приводит к уменьшению абсолютных величин 

отрицательных отклонений .id  При этом положительные откло-

нения id  не меняются. Данную тенденцию можно увидеть на ри-

сунке 31. На нем представлена гистограмма отклонений id  при 
значениях параметра a, равных 0.4, 0.7, 2 и 4 и следующих фик-
сированных значениях остальных параметров: 

01, 1, 3.c c d         Отметим, что, при таких значениях па-

раметра a  и 10   ордината вершины параболы принимает, со-
ответственно, значения: 10, 17.5, 50 и 100.  

 
Рис. 31. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  

от значения   при изменении параметра a  

 
Заметим, что параметр a  присутствует во всех уравнения 

системы (37)–(39), кроме первого. Следовательно, увеличивая 
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параметр ,a  мы увеличиваем интенсивность приема грузов по 

второй технологии на всех станциях, за исключением начальной. 
Оказывается, что такого же эффекта, а именно уменьшения абсо-

лютных величин отрицательных отклонений ,id  можно достичь, 

меняя параметр a  только в последнем уравнении системы (37)–
(39), т.е. увеличивая интенсивность приема грузов по второй тех-
нологии только на конечной узловой станции.  

Перейдем к исследованию отклонений id  от параметра 0 ,c  

определяющего интенсивность отправки грузов с начальной уз-
ловой станции в зону временного хранения грузов. Будем увели-
чивать значение данного параметра при неизменных значения 
других параметров. Напомним, что это приводит к увеличению 
интенсивности отправки грузов с начальной узловой станции в 
зону временного хранения грузов. Как показывают эксперимен-

ты, это приводит к уменьшению положительных отклонений id . 

При этом отрицательные отклонения id  не меняются. Данную 
тенденцию можно увидеть на рисунке 32.  

 
Рис. 32. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  

от значения   при изменении параметра 0c  
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На рисунке представлена гистограмма отклонений id  при 

значениях параметра 0c , равных 2, 5, 10 и 50 и следующих фик-

сированных значениях остальных параметров: 
1, 0.2, 1, 3a c d        . 

Таким образом, увеличение параметра a  в последнем урав-

нении системы (37)–(39) и параметра 0c  приводит к уменьшению 

абсолютной величины максимального отклонения решения сис-

темы (37)–(39) 
0,1,..., , 1

max i
i m m

d
    

 от значения  . Это в свою очередь 

означает, что для сколь угодно малого 0  , найдутся значения 

параметров a  и 0c , такие, что при всех a a , 0 0c c  (и при не-

изменных значениях других параметров) будет выполняться не-
равенство (53).  

Наконец, перейдем к исследованию отклонений id  от пара-

метра ,d  представляющего собой интенсивность подачи груза на 

начальную узловую станцию и интенсивность распределения 
грузов с конечной узловой станции. Будем увеличивать значение 
данного параметра при неизменных значениях других парамет-
ров. Как показывают эксперименты, это приводит к увеличению 
абсолютных значений отклонений .id  Данную тенденцию можно 

увидеть на рисунке 33. На нем представлена гистограмма откло-

нений id  при значениях параметра ,d  равных 1, 2, 4 и 6 и сле-

дующих фиксированных значениях остальных параметров: 

01, 0.2, 1a c c       .  

Следует отметить, что при уменьшении параметра d  абсо-

лютные значения отклонений id  уменьшаются вплоть до нуля 

для 0.d   В этом случае решение системы (37)–(39) сходится к 
стационарному решению  

       0 1 1... .m mz t z t z t z t       

Эта ситуация показана на рисунке 34. 



63 

 
Рис. 33. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  

от значения   при изменении параметра d  

 
Рис. 34. График решения системы (37)–(39) при 0d   

  
Приступим к анализу результатов, полученных выше с помо-

щью численных экспериментов. Согласно их результатам для 
сколь угодно малого 0,   управляя параметрами 0, , ,a c    

можно достичь выполнимости неравенства (53). Основной целью 
проведенного в данном параграфе исследования является полу-
чение ε-квазирешений второго типа с характеристикой 0   для 
системы (37)–(40), т.е. организация контролируемого грузопотока 
с помощью определенных выше технологий. Несложно заметить, 
что решения системы (37)–(39), удовлетворяющие условию (53) 
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являются ε-квазирешениями второго типа с произвольной харак-
теристикой 0   для системы (37)–(40).  

Итак, мы выявили два способа получения ε-квазирешений 
с произвольной характеристикой 0   для системы (37)–(40). 
Первый способ связан с увеличением параметра ,  а второй – 

с увеличением параметров a  и 0 ,c  причем параметр a  достаточно 

увеличить только в последнем уравнении системы (37)–(39). Оче-
видно, что эти два способа можно также комбинировать между со-
бой. С практической точки зрения первый способ связан 
с улучшением инфраструктуры на всех станциях, а второй – 
с улучшением инфраструктуры только на узловых станциях, 
вследствие чего последний является более простым в применении.  

2.3.3. Квазирешения системы (37)–(40) второго типа  

с периодическими функциями  1 .  и  2 .  

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (37)–(39), 

в которой функции  1 .  и  2 . ,  описывающие, соответствен-

но, интенсивность подачи груза на начальную узловую станцию и 
интенсивность распределения грузов с конечной узловой стан-
ции, являются периодическими, т.е.  

     1 2 cos , .t t d t d           

Согласно результатам численных экспериментов, начиная с 
некоторого момента времени 0t  , решения системы (37)–(39) 
начинают колебаться в некоторой окрестности значения  , при-
чем компоненты решения удовлетворяют условию  

       0 1 1.... m mz t z t z t z t     

для любого  , .t t   

Более того, существует натуральное число 0 1m m    такое, 
что  

 iz t    для 0 ,i m    , ,t t                   (54) 

 iz t    для 1,m i m     , .t t              (55) 



65 

Например, на рисунке 35 приведено одно из решений систе-
мы (37)–(39). 

 
Рис. 35. График решения системы (37)–(39)  

с периодическими функциями  1 .  и  2 .  

 
Данное решение получено при 10   и следующих значениях 

параметров: 01, 0.2, 1, 2, 1, 1.a c c d                  

Обозначим 

 
  

 
  

,

,

max , если 0

min , если 1.

i
t t

i

i
tt

d
z t i m

z t m i m

 

 

    
 

    

 

 

  

  
 

Таким образом, число id  определяет максимальное отклоне-
ние i-й компоненты решения системы (37)–(39) от значения ,  

задающего оптимальную загрузку станций. Очевидно, что числа 

id  удовлетворяют условию  

0 1 1... ;m md d d d      

0, 0 ;id mi    0, 1.i md m i     
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Исследуем зависимость id  от параметров модели. Численные 

эксперименты показали, что зависимость id  от параметров 

0, , ,a c d      такая же, как и в случае постоянных функций  1 .  

и  2 . . В частности, с помощью соответствующего выбора па-

раметров 0, ,a c     можно абсолютные значения отклонений id  

сделать сколь угодно малыми. Таким образом, как и в случае по-

стоянных функций  1 .  и  2 . ,  управляя этими параметрами, 

определяющими инфраструктурные возможности станций, мож-
но организовать контролируемый грузопоток. 

Остается исследовать зависимость id  от параметров   и .  

В отличие от параметров 0, ,a c    управление только этими па-

раметрами не позволяет сделать сколь угодно малыми абсолют-

ные значения отклонений id  и, соответственно, организовать 
контролируемый грузопоток. Тем не менее, исследуем зависи-

мость id  от   и .  

Начнем с параметра .  Заметим, что данный параметр опре-

деляет амплитуду колебаний. Будем увеличивать значение данно-
го параметра при неизменных значения других параметров. Как 
показывают эксперименты, это приводит к увеличению абсолют-

ных значений отклонений id , т.е. зависимость id  от   такая же, 

как и от d . Данную тенденцию можно увидеть на рисунке 36. На 

нем представлена гистограмма отклонений id  при значениях па-
раметра ,  равных 1, 2, 3 и 4 и следующих фиксированных зна-

чениях остальных параметров: 01, 0.2, 1,a c c        

5, 1.d     

Перейдем к исследованию зависимости id  от параметра  . 
Так как период функций  1 .  и  2 .  равен 2 / ,   то увеличе-

ние параметра  приводит к уменьшению периода функций  1 .  

и  2 . . Как показывают эксперименты, зависимость id  от  

представляет собой  невозрастающую  функцию,  принимающую 
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Рис. 36. Гистограмма отклонений решений системы (37)–(39)  

от значения   при изменении параметра   

 
значения в некотором интервале, границы которого зависят, как 
от индекса i, так и от остальных параметров модели. На рисун-
ке 37 представлен широкий диапазон изменения параметра  – 
от 0.001 до 400. При этом остальные параметры фиксированы и 
принимают следующие значения: 1, 0.2,a     

0 1, 1, 2.c c d        Как видно из данного рисунка, напри-

мер, значения od  меняются в интервале, лежащем в отрезке  1,2 .  

Следует отметить, что при значениях  близких к нулю функции 

 1 .  и  2 .  близки к константам, поэтому левую границу ука-

занных интервалов можно определить с помощью постоянных 

функций  1 .  и  2 . .  

Проанализируем результаты, полученные в случае, когда 

функции  1 .  и  2 . , описывающие, соответственно, интен-

сивность подачи груза на начальную узловую станцию и интен-
сивность распределения грузов с конечной узловой стан- 
ции, являются  периодическими.  Как  оказалось,  эти  результаты  
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Рис. 37. Гистограмма отклонений решений системы (1)–(3)  

от значения   при изменении параметра   

 
качественно не отличаются от результатов, полученных для слу-

чая, когда функции  1 .  и  2 .  являются константами. Для 

сколь угодно малого 0   можно получить ε-квазирешения вто-
рого типа с произвольной характеристикой 0   для системы 
(37)–(40), т.е. организовать контролируемый грузопоток с помо-
щью описанных технологий. Для этого необходимо управлять 
параметрами 0, , ,a c     которые является характеристиками ис-

пользуемых технологий. Суть этого управления сводится к улуч-
шению инфраструктуры станций.  

2.3.4. Исследование динамики числа задействованных  
путей в зонах временного хранения грузов 

Перейдем к исследованию динамики числа задействованных 
путей в зонах временного хранения грузов (Хачатрян, Бекларян, 
Борисова, 2019). Начнем с их нумерации. Зону временного хра-
нения грузов, расположенную между станциями с номерами i  и 

1i   обозначим номером i . Таким образом, мы получим сле-
дующее множество номеров зон временного хранения грузов:

 0, 1, ..., .m     Количество задействованных путей в i-ой зоне вре-

менного хранения грузов в момент времени t  обозначим че-
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рез  .iy t  Определим с какой интенсивностью грузы поступают в 

зоны временного хранения и с какой интенсивностью отправля-
ются из них. Вспомним, что в зоны временного хранения грузы 
могут поступать и отправляться из них как в рамках первой тех-
нологии, так и рамках второй технологии.  

В рамках первой технологии в зону временного хранения с 
номером 1 1i m    груз поступает со станции с номером i  с ин-

тенсивностью  1i iz z    если 1i iz z   и отправляется на стан-

цию с номером 1i   с интенсивностью  2 1i iz z    если 

2 1.i iz z   В начальную зону временного хранения ( 0i  ) в рам-

ках первой технологии груз не поступает. Наконец, в конечную 
зону временного хранения ( i m ) в рамках этой же технологии 
груз поступает со станции с номером i m  с интенсивностью 

 1m mz z    если 1.m mz z   С конечной зоны временного хране-

ния в рамках данной технологии груз не отправляется.  
В рамках второй технологии в зону временного хранения с 

номером 1 1i m    груз поступает со станции с номером i  с ин-

тенсивностью  iz  если число задействованных путей на 

станции с номером i  превышает значение   и отправляется на 

станцию с номером 1i   с интенсивностью  1iz   если число за-

действованных путей на станции с номером 1i   меньше значе-
ния   (станция с номером 1i   принимает груз с зоны временно-
го хранения). В начальную зону временного хранения ( 0i  ) в 
рамках второй технологии груз поступает с начальной узловой 

станции с интенсивностью  0 0 ,z  если число задействованных 

путей на указанной станции превышает   и отправляется на 

станцию с номером 1i   с интенсивностью  1 ,z  если число за-

действованных путей на станции с номером 1i   меньше  . На-
конец, в конечную зону временного хранения i m  в рамках вто-

рой технологии груз поступает с интенсивностью  mz  со 

станции с номером i m  и отправляется на конечную узловую 

станцию ( 1i m  ) с интенсивностью  1 ,mz   если число задей-

ствованных путей на конечной узловой станции меньше .   
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Таким образом, динамика числа задействованных путей в зо-
нах временного хранения грузов описывается следующей систе-
мой дифференциальных уравнений  

         0 2 1 2 1 0 0y t z z sign z z z sign z        

      1 1 , 0, ,z sign z t                                (56)  

         1 1 2 1 2 1i i i i i i i i iy t z z sign z z z z sign z z               

       1 1 ,i i i iz sign z z sign z       

  1,2,... 1, 0, ,i m t                                        (57)  

         1 1m m m m m m my t z z sign z z z sign z         

      1 1 , 0, ,m mz sign z t                           (58) 

где  
1, 0

0, 0.

t
sign t

t


  

 

 
 

Исследуем систему (56)–(58) в предположении, что в правых 
частях уравнений участвуют компоненты квазирешений второго 
типа.  

Используя неравенства (54)–(55) и определения функций  .  

и  0 . ,  преобразуем уравнения (56)–(58). В частности, из нера-

венств (54)–(55) следует, что, начиная с момента времени ,t  в 

правой части уравнений (56)–(58) все слагаемые вида 

   1 1k k k kz z sign z z    будут равны 0 . В зависимости от зна-

чения m  рассмотрим несколько случаев. 

1-ый случай: 0m  
Это означает, что 

 0 ,z t      , 1, ..., 1iz t i m      

для всех t t , а уравнения (56)–(58) принимают вид  

        0 0 0 1 1 0 1, , , ,y t c z az z z z t t                 (59) 

      1 1 1, , 1..., , , .i i i iy t az z z i m t t                    (60) 
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2-ой случай: 1 m m  

      0 0 0 0, , , ,y t c z z t t                          (61) 

      , , 1, ..., 1, , ,i i iy t c z z i m t t                      (62) 

       1 1 1, , , , ,m m m m m my t c z az z z z t t                   (63)  

      1 1 1, , 1..., , , .i i i iy t az z z i m m t t                    (64)  

3-ий случай: m m  
      0 0 0 0, , , ,y t c z z tt                           (65) 

      , , 1,..., 1, , ,i i iy t c z z i m t t                        (66) 

       1 1 1, , , , .m m m m m my t c z az z z z t t                   (67) 

Непосредственно из (59)–(67) следует, что во всех трех случа-
ях правые части всех уравнений за исключением, быть может, 
уравнения с номером m  либо положительны, либо отрицательны. 
Численные эксперименты показали, что в первом случая ( 0m  ) 
правая часть уравнения с номером 0m   положительна. Это свя-
зано с тем, что данный случай имеет место, если значение пара-
метра 0c  существенно больше значения параметра a. В третьем 

случае ( m m ) правая часть уравнения с номером m  отрица-
тельна. Это связано с тем, что этот случай имеет место, если зна-
чение параметра c  существенно меньше значения параметра a. 
Таким образом, в первом случая правая часть уравнения с номе-
ром 0m   положительна, а правые части остальных уравнений – 
отрицательны. Следовательно, в данном случае число задейство-
ванных путей в зоне временного хранения грузов с номером 

0m   будет неограниченно возрастать, а число задействованных 
путей в остальных зонах временного хранения грузов – неогра-
ниченно убывать. В третьем случае правая часть уравнения с но-
мером m m  отрицательна, а правые части остальных уравнений 
положительны. Соответственно, в данном случае число задейст-
вованных путей в зоне временного хранения с номером m m  
будет неограниченно убывать, а число задействованных путей в 
остальных зонах временного хранения – неограниченно возрас-
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тать. Во втором случае правые части уравнений с номерами 
меньше m  положительны, правые части уравнений с номерами 
больше m  отрицательны. Правая часть уравнения с номером m  
может быть как положительной, так и отрицательной, а при оп-
ределенных комбинациях параметров может оказаться равной 
нулю. Следовательно, в этом случае только в одной зоне времен-
ного хранения грузов число задействованных путей может не из-
меняться со временем. Число задействованных путей в остальных 
зонах временного хранения грузов либо будет неограниченно 
возрастать, либо неограниченно убывать. Например, на рис. 38 
приведена динамика чисел задействованных путей в зонах вре-
менного хранения грузов, в случае постоянных функций, описы-
вающих интенсивность подачи грузов на начальную узловую 
станцию и интенсивность распределения грузов с конечной узло-

вой станции, т.е.    1 2 , 0t t d d      (случай 2, уравнения 

(61)–(64)). Количество станций равно 10, соответственно, количе-
ство зон временного хранения грузов равно 9; 0 1 8, ,...,y y y   – числа 

задействованных путей в этих зонах временного хранения грузов. 
Значение   равно 10, а параметры имеет следующие значения: 

010, 0.1, 1, 3.a c c d           Многочисленные эксперименты 

показали, что все выводы относительно динамики числа задейст-
вованных путей в зонах временного хранения грузов, которые 
далее будут приведены, справедливы и для любого другого коли-
чества станций, зон временного хранения грузов и значения .  

Для периодических функций      1 2 cos ,t t d t         

0d     динамика числа задействованных путей в зонах времен-

ного хранения грузов принципиально не меняется. Например, на 
рис. 39 приведена указанная динамика при следующих значениях 
параметров: 010, 0.1, 1, 3, 3.a c c d               
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Рис. 38. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 

хранения грузов с постоянными функциями  1 .  и  2 .  

 
Рис. 39. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 

хранения грузов с периодическими функциями  1 .  и  2 .  

 
В связи с этим дальнейшее исследование будем проводить 

для случая с постоянными и равными функциями  1 t  и  2 .t   

Исследуем, зависимость скорости роста и снижения числа за-
действованных путей в зонах временного хранения грузов от па-
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раметров модели. Начнем с параметра 0c . Напомним, что данный 

параметр определяет интенсивность отправки грузов с начальной 
узловой станции в 0 -ую зону временного хранения. Пусть 1m   
(уравнения (61)–(67)). Как показывают численные эксперименты, 
увеличение данного параметра приводит к увеличению скорости 
роста числа задействованных путей в 0-ой зоне временного хра-
нения грузов, уменьшению скорости роста числа задействован-
ных путей в зонах временного хранения грузов с номерами 
1, ..., m  и увеличению скорости снижения в следующих зонах 

временного хранения грузов. При этом как уменьшение скорости 
роста числа задействованных путей в зонах временного хранения 
грузов с номерами 1, ..., ,m  так и увеличение скорости снижения в 

следующих зонах временного хранения грузов ослабевает при 
увеличении номера зоны временного хранения грузов. Данную 
тенденцию можно увидеть на рис. 40. На нем приведена динами-
ка числа задействованных путей в зонах временного хранения 
грузов с увеличенным до 2 значением параметра 0c  и неизмен-

ными значениями других параметров ( 10, 0.1,a      

0 2, 1, 3c c d    ).  

 
Рис. 40. Динамика числа задействованных путей в зонах  

временного хранения грузов с увеличенным значением параметра 0c  

(двукратное увеличение) 
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Напомним, что само значение ,m  в частности, зависит от па-

раметра 0 ,c  а именно, с его увеличением значение m  уменьшает-

ся до 0.m   Поэтому, по мере увеличения данного параметра, 
рост числа задействованных путей во всех зонах временного хра-
нения грузов, за исключением начального, сменяется на падение. 
Данную тенденцию можно увидеть на рис. 41 (уравнения (59)–
(60)). На нем приведена динамика числа задействованных путей в 
зонах временного хранения грузов с увеличенным до 60 значени-
ем параметра 0c  и неизменными значениями других параметров  

 010, 0.1, 60, 1, 3 .a c c d       

 
Рис. 41. Динамика числа задействованных путей на перегонах  

с увеличенным значением параметра 0c  (многократное увеличение) 
 

Перейдем к исследованию зависимости роста (падения) числа 
задействованных путей в зонах временного хранения грузов от 
параметра .c  Данный параметр определяет интенсивность от-
правки грузов с произвольной промежуточной станции с номе-
ром 1, ...,i m  в зону временного хранения грузов. Отправка гру-

зов в зону временного хранения осуществляется, если число 
задействованных путей на станции больше значения .  Согласно 
(54), это условие выполняется на станциях с номерами 0, ..., .i m  

Таким образом, станция с номером 0, ...,i m  отправляет груз 
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в зону временного хранения с номером 0,..., .i m  Напомним, что 

само значение m , в частности, зависит от параметра ,c  а именно, 

с его увеличением значение m  уменьшается до 1.m   Поэтому, 
небольшое увеличение параметра ,c  не приводящее к уменьше-

нию значения ,m  приводит к увеличению скорости роста числа 

задействованных путей в зонах временного хранения с номерами 
1, ...,i m  и уменьшению роста числа задействованных путей в 

зонах временного хранения с номером 0.i   В зонах временного 
хранения грузов с номерами 1, ...,i m m   наблюдается увеличе-

ние скорости снижения числа задействованных путей. При этом 
как увеличение скорости роста числа задействованных путей в 
зонах временного хранения грузов с номерами 1, ..., ,i m  так и 

увеличение скорости снижения числа задействованных путей в 
зонах временного хранения грузов с номерами 1, ...,i m m   ос-

лабевает при увеличении номера зоны временного хранения гру-
зов. Если увеличение параметра c  приводит к уменьшению зна-
чения ,m  то наблюдается следующая тенденция: по мере 

увеличения параметра c  постепенно в зонах временного хране-
ния, на которых происходило увеличение скорости роста числа 
задействованных путей, происходит уменьшение скорости роста 
числа задействованных путей вплоть до дальнейшего падения за 
исключением зон временного хранения с номерами 0, 1i    

(рис. 42). Таким образом, начиная с некоторого значения пара-
метра ,c  во всех зонах временного хранения кроме 0-ого и 1-ого 

происходит снижение числа задействованных путей. В 0-ом и  
1-ом зонах временного хранения происходит рост числа задейст-
вованных путей, причем скорость роста на 1-ом увеличивается 
(рис. 43).  

На рис. 42 значение параметра c  увеличено до 2 ( 10,    

00.1, 1, 2, 3a c c d       ), а на рис. 43 – до 60, при неизменных 

значениях других параметров ( 010, 0.1, 1, 60,a c c       

3d  ). 
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Рис. 42. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 

хранения грузов с увеличенным значением параметра c   
(двукратное увеличение) 

 
 

Рис. 43. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 
хранения грузов с увеличенным значением параметра c   

(многократное увеличение) 
 

Перейдем к исследованию зависимости роста (падения) числа 
задействованных путей в зонах временного хранения грузов от 
параметра .a  Напомним, что данный параметр определяет интен-
сивность приема грузов по второй технологии (с зоны временно-
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го хранения грузов), причем данная технология применяется, ес-
ли число задействованных путей на станции меньше значения .  
Согласно (54), это условие выполняется на станциях с номерами 

1, ..., 1.i m m    Как было указано выше, в рамках второй тех-

нологии станция с номером 1i   принимает груз с зоны времен-
ного хранения с номером i. Напомним, что само значение ,m  в 

частности, зависит от параметра ,a  а именно, с его увеличением 

значение m  увеличивается до .m m  Поэтому, небольшое уве-
личение параметра ,a  не приводящее к увеличению значения ,m  

приводит к увеличению скорости снижения числа задействован-
ных путей в зонах временного хранения с номерами , ..., .i m m  

В зонах временного хранения грузов с номерами 0, ..., 1i m   

наблюдается увеличение скорости роста числа задействованных 
путей. При этом как увеличение скорости снижения числа задей-
ствованных путей в зонах временного хранения грузов с номера-
ми , ..., ,i m m  так и увеличение скорости роста числа задейство-

ванных путей в предыдущих зонах временного хранения грузов 
замедляется при уменьшении номера зоны временного хранения. 
Если же увеличение параметра a  приводит к увеличению значе-
ния ,m  то наблюдается следующая тенденция: по мере увеличе-

ния параметра a  постепенно в зонах временного хранения гру-
зов, на которых происходило увеличение скорости снижения 
числа задействованных путей, происходит уменьшение скорости 
снижения числа задействованных путей вплоть до дальнейшего 
роста за исключением последней зоны временного хранения гру-
зов с номером i m  (рис. 44). Таким образом, начиная с некото-
рого значения параметра ,a  во всех зонах временного хранения 

грузов кроме последней происходит рост числа задействованных 
путей. В последней зоне временного хранения грузов происходит 
уменьшение числа задействованных путей, причем его скорость 
увеличивается (рис. 45).  
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Рис. 44. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 

хранения грузов с увеличенным значением параметра a   
(пятикратное увеличение) 

 
Рис. 45. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 

хранения грузов с увеличенным значением параметра a   
(многократное увеличение) 

 

На рис. 44 значение параметра a  увеличено до 0.5 ( 10,    

00.5, 1 1, 3a c d      ), а на рис. 45 – до 10, при неизменных 

значениях других параметров ( 010, 10, 1, 1, 3a c c d          ). 

Наконец, исследуем зависимость роста (падения) числа за-
действованных путей в зонах временного хранения грузов от па-
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раметра .  Напомним, что изменение данного параметра не ме-
няет значение .m  Как ранее было отмечено, начиная с момента 
времени ,t  увеличение параметра   приводит к уменьшению 

как разностей  , 0,...,iz i m   так и   , 1,..., .iz i m m     

Таким образом, увеличение параметра   приводит как к умень-
шению скорости роста в зонах временного хранения с номерами 

0, ..., 1,i m   так и уменьшению скорости снижения числа задей-

ствованных путей в зонах временного хранения с номерами 
1, ..., .i m m   Такое же воздействие оказывает увеличение дан-

ного параметра и на число задействованных путей в зоне времен-
ного хранения с номером i m  с той лишь разницей, что число 
задействованных путей в этой зоне хранения может, как расти, 
так и падать или не меняться. Например, на рисунке 46 приведена 
указанная динамика при следующих значениях параметров: 

030, 0.1, 1, 3a c c d          . 

 

Рис. 46. Динамика числа задействованных путей в зонах временного 
хранения с увеличенным значением параметра   

 
Таким образом, только увеличение параметра   может 

уменьшить скорость роста (падения) числа задействованных пу-
тей во всех зонах временного хранения грузов.  
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В начале данного параграфа было отмечено, что ослабление 
системы контроля может привести к накоплению грузов в зонах 
временного хранения. Проведенное исследование подтвердило 
данное опасение. Это означает, что необходимо вводить коррек-
тировку в процесс организации грузоперевозок. В следующем 
параграфе опишем модель, которая ограничивает объем грузов, 
одновременно находящихся в зонах временного хранения 
(Beklaryan, Khachatryan, Akopov, 2019). Этот объем определяется 
числом путей в зонах временного хранения грузов.  

2.4. Корректировка технологий грузоперевозок  
и системы контроля 

Пусть число путей во всех зонах временного хранения грузов 
одинаково и равно .V  Опишем технологии организации грузопе-
ревозок с учетом этого ограничения. Как известно, первая техно-
логия основана на процедуре взаимодействия соседних станций. 
Каждая станция с номером 1 i m   может принять груз с преды-

дущей станции с интенсивностью равной  1 ,i iz z   если 

1 ,i iz z   и отправлять на следующую станцию с интенсивностью 

равной  1 ,i iz z    если 1.i iz z   При нарушении первого из ус-

ловий станция с номером i  отправляет груз в зону временного 

хранения с номером i  c интенсивностью  1 ,i iz z    если ,iy V  

а при нарушении второго – принимает груз из зоны временного 

хранения с номером 1i   с интенсивностью  1 ,i iz z   если 

1 0.iy    Начальная узловая станция  0i   принимает грузы с 

интенсивностью  1 0t   и отправляет на следующую станцию с 

интенсивностью  0 1 ,z z   если 0 1.z z  В противном случае на-

чальная узловая станция дополнительно принимает груз с интен-

сивностью  1 0 .z z   Конечная узловая станция  1i m   при-

нимает груз с предыдущей станции с интенсивностью 
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 1 ,m mz z    если 1,m mz z   и распределяет с интенсивностью 

 2 0t  . Если 1m mz z  , то конечная станция дополнительно 

распределяет груз с интенсивностью  1 .m mz z   

В рамках второй технологии, станция с номером 1, 2, ...,i m  

принимает грузопоток с  1i  -ой зоны временного хранения гру-

зов с интенсивностью   ,iz  если iz    и 1 0,iy    и отправляет 

груз в i-ую зону временного хранения с интенсивностью   ,iz  

если iz    и .iy V  Конечная узловая станция  1i m   в рам-

ках второй технологии принимает груз из m -ой зоны временного 

хранения с интенсивностью  1mz  , если 1mz     и 0,my   и 

дополнительно распределяет груз с интенсивностью  1 ,mz   ес-

ли 1 .mz     Начальная узловая станция  0i   отправляет грузы 

в 0 -ую зону временно хранения с интенсивностью  0 ,z  если 

0z    и 0 .y V   

Таким образом, динамика числа задействованных путей на 
станциях задается следующей системой дифференциальных 
уравнений 

           0 1 0 1 0 0 0 0 ,z t t z z z sign z sign V y         

 0, ,t                                          (68) 

           1 1 1 1i i i i i i i i i iz t z z sign z z z z sign z z sign V y           

         1 1 1 1 1i i i i i i i i iz z sign z z z z sign z z sign y            

           1 ,i i i i i iz sign z sign y z sign z sign V y       

  1, 2..., , 0, ,i m t                                (69)  

           1 1 2 1 1m m m m m mz t z z t z sign z sign y            

     1 1 , 0, .m mz sign z t                           (70)  

Исследуем динамику числа задействованных путей в зонах 
временного хранения грузов. Определим, с какой интенсивно-



83 

стью грузы поступают в зоны временного хранения и с какой ин-
тенсивностью отправляются из них. В рамках первой технологии 
в зону временного хранения с номером 1 1i m    груз поступа-

ет со станции с номером i  с интенсивностью  1 ,i iz z    если 

1i iz z   и ,iy V  и отправляется на станцию с номером 1i   с ин-

тенсивностью  2 1 ,i iz z    если 2 1i iz z   и 0.iy   В начальную 

зону временного хранения  0i   в рамках первой технологии 

груз не поступает, отправляется с него на станцию с номером 1 с 

интенсивностью  2 1 ,z z   если 2 1z z  и 0 0.y   Наконец, в ко-

нечную зону временного хранения  i m  в рамках этой же тех-

нологии груз поступает со станции с номером i m  с интенсив-

ностью  1 ,m mz z    если 1m mz z   и .my V  С конечной зоны 

временного хранения в рамках данной технологии груз не от-
правляется. 

В рамках второй технологии в зону временного хранения с 
номером 0 i m   груз поступает со станции с номером i  с ин-

тенсивностью   ,iz  если число задействованных путей на 

станции с номером i  превышает значение   и ,iy V  и отправ-

ляется на станцию с номером 1i   с интенсивностью  1 ,iz   ес-

ли число задействованных путей на станции с номером 1i   

меньше значения   и 0iy   (станция с номером 1i   принимает 

груз с зоны временного хранения).  
Таким образом, динамика числа задействованных путей в зо-

нах временного хранения грузов описывается следующей систе-
мой дифференциальных уравнений 

       0 2 1 2 1 0y t z z sign z z sign y      

     0 0 0z sign z sign V y      

       1 1 0 , 0, ,z sign z sign y t                   (71) 
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       1 1i i i i i iy t z z sign z z sign V y        

     2 1 2 1i i i i iz z sign z z sign y        

           1 1 ,i i i i i iz sign z sign V y z sign z sign y        

  1, 2..., 1, 0, ,i m t                                (72) 

       1 1m m m m m my t z z sign z z sign V y        

     m m mz sign z sign V y     

       1 1 , 0, .m m mz sign z sign y t                      (73) 

Кроме того, должны выполняться неравенства: 

   0 , 0, 1, ..., , 0, .iy t V i m t                             (74) 

 Эти неравенства накладывают ограничение на число задейст-
вованных путей в зонах временного хранения грузов. Таким об-
разом, исследуемая нами модель организации грузоперевозок 
описывается системой (68)–(74). Аналитическое исследование 
решений системы (68)–(74) крайне затруднительно, т.к. правые 
части дифференциальных уравнений (68)–(70) и (71)–(73) явля-
ются разрывными функциями. В связи с этим система (68)–(74) 
была исследована численно. Приведем результаты численного 
исследования. 

2.4.1. Результаты численных экспериментов 

Для периодических функций 

       1 2 1, 0, , 0t d cos t d t t                

и функций  .  и  0 . ,  определенных следующим образом 

     
   

0, если 0

, 0 если 0,

, 0 если ,

x

x ax x a x

c x c x


      
     

  

  

 

     0
0 0

0, если

, 0 если ,

x
x

c x c x

 
       
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были получены численные решения системы (68)–(74). В зависи-
мости от параметра ,  участвующего в определении функции 

 2 . ,  получаем три типа решений системы (68)–(74). Они опре-

деляют характер динамики задействованных путей на станциях и 
в зонах временного хранения грузов. Прежде чем перейдем к де-
тальному изучению решений системы (68)–(74), отметим свойст-
во решений данной системы, характерное для всех трех типов. 
Многочисленные эксперименты показали, что существует мо-
мент времени 0t  такой, что выполняется условие 

         0 1 1 0... , , .m mz t z t z t z t t t       

1-ый тип решения системы (68)–(74) (0 1)     

Данный тип решения характеризуется наличием момента 
времени 1 0t t , такого, что для всех 1t t  и любых начальных 

значениях компоненты решения системы (68)–(74) удовлетворя-
ют следующим условиям: 

   , 0,1, ..., 1, , 0,1, ..., .i iz t i m y t V i m         

Отметим, что значение 1t  увеличивается как при увеличении 

значения ,V  так и при увеличении значения .  Данный тип ре-

шений можно увидеть на рис. 47. Сверху приведена динамика 
числа задействованных путей на станциях (число станций рав-
но 10), а снизу – динамика числа задействованных путей в зонах 
временного хранения грузов (число зон временного хранения 
грузов, соответственно, равно 9). Значение   равно 10, а значе-
ние V  – 15.  

Как видно из рис. 47, начиная с некоторого момента времени, 
число задействованных путей на всех станциях поочередно, на-
чиная с начальной, превышает значение   и параллельно с этим, 
также поочередно, число задействованных путей во всех зонах 
временного хранения достигает максимального значения .V  По-
сле этого, согласно правилам, приведенным выше, процесс орга-
низации грузоперевозок осуществляется только в рамках первой 
технологии без привлечения зон временного хранения грузов (так 
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как число задействованных путей на каждой следующей станции 
меньше чем на предыдущей). 

 

 
Рис. 47. Первый тип решения системы (68)–(74) 
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2-ой тип решения системы (68)–(74)  1    

Данный тип решения характеризуется наличием момента 
времени 2 ,t  такого, что для всех 2t t  компоненты решения сис-

темы (68)–(74) удовлетворяют одному из следующих условий:  

   , 0,..., , , ,..., 1,i iz t i m z t i m m                         (75) 

   , 0,..., , 0, ,..., ,i iy t V i m y t i m m                        (76) 

где  
0 1m m m     

или  

   , 0,..., 1, 0, 0,..., ,i iz t i m y t i m                        (77) 

или  

   , 0,..., 1, , 0,..., .i iz t i m y t V i m                        (78) 

Выполнимость того или иного условия ((75)–(76), (77) или 
(78)), а также значения чисел m  и m  зависят от начальных усло-
вий системы (68)–(74) и от величины V . Независимо от величи-
ны ,V  условие (77) выполняется при маленьких значениях ком-

понент решения системы (68)–(74) в начальный момент времени 
(рис. 49), условие (78) – при больших (рис. 50), а условие (75)–
(76) – при промежуточных (рис. 48). 
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Рис. 48. Второй тип решения системы (68)–(74) (случай 1) 
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Рис. 49. Второй тип решения системы (68)–(74) (случай 2) 
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Рис. 50. Второй тип решения системы (68)–(74) (случай 3) 

 
3-ий тип решения системы (68)–(74) ( 1)    

Данный тип решения характеризуется наличием момента 
времени 3 ,t  такого, что для всех 3t t  и любых начальных значе-

ниях компоненты  .iy  решения системы (68)–(74) удовлетворя-

ют условию  

  0, 0, ...,iy t i m  ,                                (79) 
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а компоненты  .iz  неограниченно убывают (рис. 51). Отметим, 

что значение 3t  увеличивается как при увеличении значения ,V  

так и при уменьшении значения .   

 

 
Рис. 51. Третий тип решения системы (68)–(74) 
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Проанализируем полученные результаты для каждого из трех 
типов решений системы (68)–(74). Первый тип решений опреде-
ляет динамику числа задействованных путей на станциях и в зо-
нах временного хранения грузов в случае, когда интенсивность 
распределения грузов с конечной узловой станции меньше ин-
тенсивности отправки грузов на начальную узловую станцию. 
В этом случае с течением времени происходит полное заполне-
ние зон временного хранения грузов, и при этом станции не мо-
гут принять грузы с них вследствие сильной загруженности. Вто-
рой тип решений определяет динамику числа задействованных 
путей на станциях и в зонах временного хранения грузов в слу-
чае, когда интенсивность распределения грузов с конечной узло-
вой станции равна интенсивности отправки грузов на начальную 
узловую станцию. Напомним, что в этом случае, в зависимости 
от загруженности станций в начальный момент времени, возмож-
ны три типа указанной динамики. Если в начальный момент вре-
мени станции задействованы незначительно, то с течением вре-
мени запасы грузов во всех зонах временного хранения 
заканчиваются, станции загружаются до уровня ниже оптималь-
ного и впоследствии движение грузов происходит от одной стан-
ции к другой (без привлечения зон временного хранения грузов). 
Противоположная степень заполненности станций в начальный 
момент времени (критическое переполнение) на практике крайне 
маловероятна. Наконец, при наиболее вероятной средней степени 
заполненности станций в начальный момент времени происходит 
наиболее оптимальная их загрузка, соответствующая наиболее 
эффективному использованию инфраструктурных возможностей 
станций. При этом происходит переполнение зон временного 
хранения грузов, близких к начальной узловой станции, без воз-
можности дальнейшего их вывоза и освобождение зон временно-
го хранения грузов, близких к конечной узловой станции. Следу-
ет отметить, что в этом случае необходимо подключить 
дополнительные мощности для вывоза грузов из зон временного 
хранения грузов, близких к начальной узловой станции. Третий 
тип решений определяет динамику числа задействованных путей 
на станциях и в зонах временного хранения грузов в случае, ко-
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гда интенсивность распределения грузов с конечной узловой 
станции превышает интенсивность отправки грузов на начальную 
узловую станцию. В этом случае с течением времени происходит 
освобождение зон временного хранения грузов, а загруженность 
станций уменьшается вплоть до их полного бездействия. Однако, 
если разность в интенсивностях распределения грузов с конечной 
узловой станции и подачи грузов на начальную узловую станцию 
невелика, то можно утверждать, что на протяжении всего гори-
зонта планирования можно осуществлять грузоперевозки с по-
мощью указанных технологий. 
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Глава 3 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОРГАНИЗАЦИИ 
ГРУЗОПЕРЕВОЗОК ПРИ ОТСУТСТВИИ  

СТАБИЛЬНО ВЫСОКОГО СПРОСА НА ПЕРЕВОЗКИ 

Перейдем к построению моделей организации грузоперевозок 
в случае отсутствия стабильно высокого спроса на грузоперевоз-
ки. В этих условиях, как было отмечено во введении, нет необхо-
димости задействовать потенциал станций в полной мере и, соот-
ветственно, в наличии специальных зон между станциями для 
временного хранения части грузов в случае чрезмерной загрузки 
станций. Для таких моделей важно описать динамику грузопото-
ка в зависимости от потенциала станций. Напомним, что наличие 
специальных зон хранения грузов между станциями потребовало 
введения системы контроля. Таким образом, движение грузов 
происходит только от одной станции к другой и, как следствие, 
без системы контроля. Как и в предыдущей главе будем рассмат-
ривать две конфигурации участков железнодорожной сети: замк-
нутая цепочка станций, и участок железной дороги между двумя 
узловыми станциями. В первом случае важно определить устано-
вившийся уровень грузопотока при заданных правилах взаимо-
действия станций, а также выявить его зависимость от потенциа-
ла станций (Хачатрян, Бекларян, 2021). Во втором случае 
грузопоток формируется поступившими на начальную узловую 
станцию грузами с учетом технического потенциала станций. По-
этому, главной задачей является организация бесперебойного 
функционирования системы грузоперевозок с учетом интенсив-
ности подачи грузов на начальную узловую станцию и техниче-
ского потенциала станций (Khachatryan, 2020; Khachatryan, 2021; 
Khachatryan, 2022).  
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3.1. Модель организации грузоперевозок  
по замкнутой цепочке станций 

Рассмотрим движение грузопотока по замкнутой цепочке, со-
стоящей из n  станций. Обозначим через , 1, 2, ...,i i n      число 

путей на станции i. Пусть   , 1, 2, ...,iz t i n    как и ранее – число 

путей, задействованных на станции i  в момент времени t. Тогда 

  , 1, ...,i iz t i n      – число свободных путей на станции i  в 

момент времени t. Очевидно, что функции  iz t  должны удовле-

творять ограничениям:  

  0 , 1,..., .i iz t i n                                     (80) 

Движение грузопотока также осуществляется с помощью 
двух технологий. Первая технология, как и в моделях, представ-
ленных в предыдущих главах, основана на процедуре взаимодей-
ствия соседних станций. Согласно ей, произвольная станция: 

1) принимает груз с предыдущей станции, если число свобод-
ных путей на ней больше, чем на предыдущей станции, и преды-
дущая станция не пуста. При этом интенсивность приема про-
порциональна как разности чисел свободных путей на этих 
станциях, так и числу свободных путей на данной станции;  

2) отправляет груз на следующую станцию, если число сво-
бодных путей на ней меньше, чем на следующей станции, и она 
не пуста. При этом интенсивность отправки пропорциональна как 
разности числу свободных путей на этих станциях, так и числу 
свободных путей на следующей станции. 

Таким образом, каждая станция с номером i  ( 2 1i n   ) в 
рамках первой технологии должна принять груз с предыдущей 
станции с интенсивностью  

         1 1 1 ,i i i i i i i i iz z z sign z sign z                

если 

1 1i i i iz z       

и отправлять груз на следующую станцию с интенсивностью  
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         1 1 1 1 1 1 ,i i i i i i i i iz z z sign z sign z                   

если 

1 1 .i i i iz z       

Для станции 1 предыдущей является станция n, соответствен-
но, для станции n последующей является станция 1. Поэтому 
станция 1 в рамках первой технологии должна принять груз с 
предыдущей станции с интенсивностью  

         1 1 1 1 1 1 ,n n nz z z sign z sign z             

если 

1 1 n nz z      

и отправлять груз на следующую станцию с интенсивностью  

         2 2 1 1 2 2 2 2 1 ,z z z sign z sign z             

если 

2 2 1 1.z z      

Аналогично, станция n должна принять груз с предыдущей 
станции с интенсивностью 

         1 1 1 ,n n n n n n n n nz z z sign z sign z                

если 

1 1n n n nz z       

и отправлять груз на следующую станцию с интенсивностью 

         1 1 1 1 1 1 ,n n nz z z sign z sign z             

если 

1 1 .n nz z      

Параметр α характеризует потенциал первой технологии и  
ограничивается пропускной способностью перегонов (участков 
железнодорожной линии между станциями) и техническими ха-
рактеристиками железнодорожного подвижного состава, осуще-
ствляющего перевозки. 

Вторая технология позволяет увеличить грузопоток в зависи-
мости от загруженности станций: станции принимают и отправ-
ляют грузопоток с интенсивностью, определяемой числом сво-
бодных путей на ней и на следующей станции соответственно. 
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Она описывается с помощью непрерывных убывающих функций 

  , 1, ..., ,i i n      определенных на отрезке  0, i , причем 

  0, 1, ..., .i i i n        

Таким образом, интенсивность движения грузопотока на 
станциях задается с помощью системы дифференциальных урав-
нений  

      1 1 1 1 1 1 1 n n n nz t z z sign z z z              

     1 1 2 2 1 1  nsign z sign z z z          

      2 2 1 1 2 2 2 2 1sign z z z sign z sign z           

         1 1 2 2 1 , 0, ;nz sign z z sign z t                    (81) 

      1 1 1 1 i i i i i i i i i i iz t z z sign z z z                 

     1 1 1 i i i i i i isign z sign z z z            

      1 1 1 1 1 1i i i i i i i i isign z z z sign z sign z                

       1 1 1 , i i i i i iz sign z z sign z     

 2, , 1, 0, ;i n t                                     (82) 

      1 1 1 1  n n n n n n n n n n nz t z z sign z z z                 

     1 1 1n n n n nsign z sign z z z          

      1 1 1 1 1 1n n nsign z z z sign z sign z           

         1 1 1 , 0, .n n n nz sign z z sign z t               (83) 

Отметим, что конструкция правых частей системы (81)–(83) 
гарантирует, что всякое ее решение, удовлетворяющее условию 
(80) в начальный момент времени, будет удовлетворять ему и в 
последующие моменты времени. Перепишем систему (81)–(83) в 
виде: 

      1 1 1 1 1 1 1 n n n nz t z z sign z z z              

     1 1 1 2 2 1  nsign z sign z z z          

      1 2 2 1 2 2 2 2 1sign z z z sign z sign z           

         1 1 2 2 1 ,  0, ;nz sign z z sign z t               (84) 
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      1 1 1 1 i i i i i i i i i i iz t z z sign z z z                 

     1 1 1 i i i i i i isign z sign z z z            

      1 1 1 1 1 1i i i i i i i i isign z z z sign z sign z                

       1 1 1 , i i i i i iz sign z z sign z     

 2,..., 1, 0, ;i n t                                      (85) 

      1 1 1 1 n n n n n n n n n n nz t z z sign z z z                 

     1 1 1 n n n n nsign z sign z z z          

      1 1 1 1 1 1n n nsign z z z sign z sign z           

         1 1 1 ,  0, .n n n nz sign z z sign z t                  (86) 

Помимо системы (84)–(86) рассмотрим ее частный случай, 
соответствующий идентичности всех станций, т.е. в предположе-
нии, что все станции содержат одинаковое число путей и с оди-
наковой эффективностью их могут использовать. В этом случае  

     ,i j i j              

для всех , 1, ...,i j n    и система уравнений (84)–(86) приобретает 

вид: 

          1 1 1 1 1n n nz t z z sign z z z sign z sign z           

        1 2 1 2 2 2 1z z sign z z z sign z sign z         

         1 2 1 , 0, ;nz sign z z sign z t                    (87)  

          1 1 1 i i i i i i i iz t z z sign z z z sign z sign z            

        1 1 1 1 i i i i i i iz z sign z z z sign z sign z            

         1 1 , 2,..., 1, 0, ;i i i iz sign z z sign z i n t            (88) 

          1 1 1n n n n n n n nz t z z sign z z z sign z sign z             

        1 1 1 1n n nz z sign z z z sign z sign z         

         1 1 , 0, .n n nz sign z z sign z t                (89) 
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Система уравнений (87)–(89) имеет бесконечное множество 
стационарных решений вида 

 , 0 , 1, ..., .iz c c i n                                     (90)  

Аналитическое исследование других решений системы (87)–
(89), а также решений системы (84)–(86), крайне затруднительно, 
так как правые части дифференциальных уравнений в общем 
случае являются разрывными функциями. В связи с этим системы 
(87)–(89) и (84)–(86) были исследованы численно.  

3.1.1. Результаты численных экспериментов 

Перейдем к изложению результатов численных эксперимен-

тов, в которых функции  i   были определены следующим об-

разом:  

    2 2 , 1, ..., .i i i i iz a z i n                                   (91) 

Напомним, что функции  i   должны быть убывающими и 

удовлетворять условию   0.i i    Параметр ,ia  участвующий в 

определении этих функций, описывает эффективность использо-

вания путей на станции .i  Определяя такой класс функций   ,i   

мы предполагаем, что пропускная способность станций зависит 
как от числа путей, так и от эффективности их использования. 
Причем с ростом эффективности использования путей пропуск-
ная способность растет линейно, а с увеличением числа путей – 
больше чем линейно. Основная задача численных экспериментов 
заключалась в исследовании решений системы (84)–(86) (в част-
ности (87)–(89)), определяющей динамику интенсивности грузо-
потока, а также ее зависимость от начальных значений и пара-
метров модели , , , 1, ..., .i ia i n         
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3.1.2. Численное решение системы (87)–(89) 

Для системы (87)–(89) имеем 

     2 2 , 1,...,i i i iz z a z i n         , 

т.е. параметрами являются , , .a   Система (87)–(89) имеет 

стационарные решения вида (90). Как показывают численные 
эксперименты при любых значениях параметров , ,a   систе-

ма (87)–(89) имеет непрерывное решение, причем любое ее реше-
ние со временем выходит на некоторый стационарный режим, т.е. 

существует 0,t   такое, что всякое решение   1{ }n
i iz   системы 

(87)–(89) удовлетворяет условию  , , .i tz c t     Более того, 

значение c  зависит только от начальных условий и определяется 

формулой  
1

1
0 .

n

i
i

c z
n 

   Момент времени t  характеризуется как 

начальными условиями, так и параметрами модели. На рис. 52 
приведен график решений системы (87)–(89) при 

2, 0.1, 10a       и начальных условиях: 

           1 2 3 4 5 60 3, 0 2, 0 5, 0 3, 0 4, 0 4,z z z z z z           

       7 8 9 100 3, 0 2, 0 1, 0 4.z z z z       

 
Рис. 52. График решения системы (87)–(89) 



101 

Из правых частей уравнений (87)–(89) следует, что, начиная с 
момента времени ,t  первые два слагаемых в них равны нулю, 

ненулевыми являются только слагаемые определяемые функцией 

 .i   Это означает, что со временем движение грузопотока осу-

ществляется только в рамках второй технологии, каждая станция 
принимает груз с предыдущей станции и отправляет на следую-

щую станцию с постоянной интенсивностью   ,c  т.е. в системе 

грузоперевозок устанавливается стационарный поток. На рис. 53 
приведены графики интенсивностей потоков, возникающих меж-
ду станциями.  

 
Рис. 53. Интенсивность потока в случае идентичных станций 

 

Как следует из определения функции   ,   величина этого 

потока прямо пропорциональна параметрам ,a   и обратно про-

порциональна значению .c  Таким образом, в случае идентично-
сти станций в системе грузоперевозок, начиная с некоторого мо-
мента времени, устанавливается стационарный поток, величина 
которого увеличивается по мере роста пропускной способности 
станций и уменьшается с увеличением загрузки станций в на-
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чальный момент времени ( c ). Величина этого потока не зависит 
от характеристики первой технологии, т.е. параметра .  От него 
зависит время выхода на стационарный поток ( t ). Чем меньше 
значение параметра ,  тем позже наступит это время. Наконец 

отметим, что все выводы, полученные в этом параграфе относи-
тельно динамики решений системы (87)–(89) и интенсивности 
потока, остаются справедливыми и при 0,   т.е. в системе гру-

зоперевозок устанавливается такой же стационарный поток, как и 
при 0,   но в более отдаленном будущем. 

3.1.3. Численное решение системы (84)–(86) 

Перейдем к исследованию общей системы (84)–(86). В ре-
зультате численных экспериментов было установлено, что систе-
ма (84)–(86) имеет два типа решений. Первый тип характеризует-
ся непрерывными правыми частями и обладает следующим 
свойством:  

0 : , 0 , 1, ..., , , .i i i it z c c i n tt                            (92) 

Кроме того, выполнятся условие  

1

/ ,
n

i
i

c n c


 
 

 
  где  

1

0 / .
n

i
i

c z n


 
  
 
  

Второй тип решения системы (84)–(86) характеризуется раз-
рывными правыми частями. Как показывают численные экспе-
рименты, такие решения являются следствием того, что одна или 
несколько компонент решения начинают колебаться в правой ок-
рестности нуля, принимая периодически нулевые значения (тер-
пят разрывы). Это приводит к разрывам остальных компонент 
решения. Вследствие такого поведения решений интенсивность 
грузопотока меняется скачкообразно. Данное поведение харак-
терно для решений с малыми начальными значениями и реше-
ниями, полученными при значениях параметра ,  близких к ну-

лю. На практике данный режим грузоперевозок сложно 
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реализуем, поэтому такой тип решений мы в дальнейшем рас-
сматривать не будем. 

Итак, будем исследовать первый тип решений. На рис. 54 
приведен пример решения для 2   и начальных значений 

1 2 3 4 510, 11, 12, 8, 10,               

6 7 8 9 1011, 9, 10, 12, 10,              

1 2 3 4 50.1, 0.2, 0.3, 0.05, 0.4,a a a a a                     (93) 

6 7 8 9 100.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.02,a a a a a          

         1 2 3 4 50 4, 0 2, 0 5, 0 7, 0 6,z z z z z         

         6 7 8 9 100 8, 0 5, 0 6, 0 8, 0 3.z z z z z         

 
Рис. 54. Графики решений системы (84)–(86) первого типа 

 
Из-за симметричности правил приема и отправки грузов (от-

правка грузов со станции i  на станцию 1i   с определенной ин-
тенсивностью равносильна приему грузов на станции 1i   с той 
же интенсивностью) и условия (92) следует, что каждая станция 
принимает груз с предыдущей станции и отправляет на следую-
щую станцию с постоянной и одинаковой интенсивностью, т.е. в 
системе грузоперевозок, как и в случае идентичных станций, ус-
танавливается стационарный поток (рис. 55). Величина этого по-
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тока зависит как от параметров модели, так и от начальных зна-
чений, а точнее от их среднего арифметического .c  С помощью 
численных экспериментов исследуем эти зависимости. 

 
Рис. 55. Интенсивность потока в общем случае 

 
Начнем с параметра ,  который характеризует потенциал 

первой технологии. На рис. 56 приведен график зависимости ин-
тенсивности стационарного потока от   при фиксированных 
значениях остальных параметров и начальных значений 
(см. (93)).  

Как мы видим, с увеличением параметра   растет интенсив-
ность стационарного потока, а скорость ее роста уменьшается.  

Перейдем к исследованию зависимости интенсивности ста-
ционарного потока от характеристик пропускной способности 
станций, т.е. от ia  и .i   
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Рис. 56. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от параметра   

 

Начнем с параметра ia . На рис. 57, 58, 59 и 60 приведены 

графики зависимости интенсивности стационарного потока от 

2 ,a  3a , 4a  и 5a  при фиксированных значениях остальных пара-

метров и начальных условий.  

 
Рис. 57. График зависимости интенсивности стационарного потока  

от 2a  
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Рис. 58. График зависимости интенсивности стационарного потока  

от 3a  

 

Рис. 59. График зависимости интенсивности стационарного потока  

от 4a  
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Рис. 60. График зависимости интенсивности стационарного потока  

от 5a  

 
Анализ рис. 57–60 позволяет сделать следующий вывод: с 

увеличением параметра ia  растет поток, причем вначале скорость 

является постоянной, но, начиная с некоторого значения, резко 
увеличивается и становится убывающей. Таким образом, увели-
чение эффективности использования путей на некоторой вы-
бранной станции до определенного уровня дает неплохой вклад в 
увеличение интенсивности потока во всей системе грузоперево-
зок. Однако в силу ограниченности пропускной способности на 
остальных станциях, дальнейшее увеличение эффективности пу-
тей на одной станции уже не может привести к ощутимому вкла-
ду в увеличение интенсивности грузопотока.  

Исследуем зависимость стационарного потока от числа пу-
тей .i  На рис. 61, 62, 63 и 64 приведены графики указанной за-

висимости от числа путей на второй, третьей, четвертой и пятой 
станциях при фиксированных значениях остальных параметров и 
начальных условий. Анализ рис. 61–64 позволяет заключить, что 
данная зависимость является близкой к линейной.  
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Рис. 61. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от числа путей на станции с номером 2 

 

Рис. 62. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от числа путей на станции с номером 3 
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Рис. 63. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от числа путей на станции с номером 4 

 

Рис. 64. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от числа путей на станции с номером 5 

 
При исследовании зависимости интенсивности стационарного 

потока от начальной загруженности станций c  эксперименты 
показали, что она является убывающей (рис. 65). 
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Рис. 65. График зависимости интенсивности стационарного потока  
от начальной загруженности станций 

 

Максимальная начальная загруженность станций, равная 10.3, 
соответствует ситуации, когда в начальный момент времени на 

всех станциях задействованы все пути, т.е.  0 , 1, ..., .i iz i n      

В этом случае организация грузопотока в рамках данной модели 
невозможна. Она также невозможна в случае, когда в начальный 
момент времени на всех станциях все пути свободны, т.е. 

 0 0, 1, ..., .iz i n      

3.2. Модель организации грузоперевозок  
по замкнутой цепочке станций  

с учетом случайных воздействий 

Вернемся к модели (87)–(89), описывающей движение грузо-
потока по замкнутой цепочке станций с одинаковыми характери-
стиками. Напомним, что установившееся значение числа задейст-
вованных путей на станциях и интенсивности потока, 
проходящего через них не зависит от параметра 0.   Рассмот-
рим модификацию модели (87)–(89) при 0,   в которой интен-
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сивность грузопотока содержит в себе как детерминированную, 
так и случайную составляющую (Хачатрян, 2020). Введем в рас-

смотрение параметр  0 1 ,     с помощью которого будем 

разделять влияние указанных составляющих в величине потока.  
В первую очередь приведем правила, согласно которым про-

исходит движение грузов. Произвольная станция с номером 
2, ..., 1i n   принимает груз c ( 1)i  -ой станции с интенсивно-

стью      1i i iz z      если  1i  -ая станция не пуста, и от-

правляет на  1i  -ую станцию с интенсивностью 

     1 1 11i i iz z        если станция с номером i  не пуста. 

Отметим, что i  – случайная величина, равномерно распределен-

ная на отрезке  0,1 .  Для станции с номером 1 предыдущей явля-

ется станция с номером ,n  а для станции с номером n  следую-

щей является станция с номером 1. Следовательно, станция с 
номером 1 принимает груз c n -ой станции с интенсивностью 

     1 1 11z z      если n -ая станция не пуста, и отправляет 

на 2 -ую станцию с интенсивностью      2 2 21 ,z z      если 

станция с номером 1 не пуста. Аналогично, станция с номером n  
принимает груз c ( 1)n  -ой станции с интенсивностью 

     1 ,n n nz z      если  1n  -ая станция не пуста, и от-

правляет на 1-ую станцию с интенсивностью 

     1 1 11 ,zz      если станция с номером n  не пуста. 

Таким образом, интенсивность движения грузов на станциях 
задается с помощью следующей системы дифференциальных 
уравнений: 

         1 1 11 nz t z sign z        

         2 2 11 , 0, ;z sign z t                         (94) 

         11i i i iz t z sign z         

         1 11 , 2, ..., 1, 0, ;i i iz sign z i n t               (95)  
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        11n n n nz t z sign z         

        1 11 , 0, .nz sign z t                        (96) 

Функция  .sign  определяется следующим образом: 

 
1, 0

0, 0.

t
sign t

t


  

 

 
 

Несложно заметить, что при 1,   т.е. в случае отсутствия 

случайной компоненты в формировании интенсивности потока, 
система уравнений (94)–(96) повторяет систему (87)–(89) при 

0.   Напомним, что в этом случае число задействованных пу-
тей на всех станциях сходится к значению c , представляющему 
собой усреднение начальных значений компонент решений сис-
темы (94)–(96), а интенсивность потока стремится к значе-

нию  .c  

Поэтому в дальнейшем рассмотрим систему (94)–(96) для 
1.   Исследование ее решений проведено с помощью числен-

ной реализации, позволившей выявить динамику потока в зави-
симости от параметра   и начальной загруженности станций.  

Перейдем к изложению результатов численных эксперимен-

тов, в которых функция  .  была определена следующим обра-

зом 

    , 1, 2, ..., .i iz a z i n      

Напомним, что функция  .  должна быть убывающей и 

удовлетворять условию   0.    Параметр ,a  участвующий в 

определении этой функции, описывает эффективность использо-
вания путей на станциях. 

Заметим, что компоненты произвольного решения системы 
(94)–(96) с фиксированными начальными условиями, т.е. функ-

ции  . , 1, 2, ...,iz i n  можно рассматривать как реализации од-

нопараметрических случайных величин (параметр t ), а в произ-
вольной фиксированной точке t  – как реализацию некоторой 
случайной величины. Для оценивания ее математического ожи-
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дания и стандартного отклонения, а также ее зависимости от па-
раметра   проведена серия из 10 экспериментов для каждого из 
следующих значений параметра : 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8      , т.е. для 

каждого из указанных значений   получено 10 решений системы 
(94)–(96) с одинаковыми начальными условиями. На основе этих 
экспериментов рассчитано выборочное среднее и выборочное 

стандартное отклонение компонент решений (функций (.)iz ) для 

каждого момента времени на заданном отрезке 0,t    с опреде-

ленным шагом (количество точек более 1000). Множество таких 
выборочных средних и выборочных стандартных отклонений 
представляют собой временные ряды. На рис. 66, 67 и 68 приве-
дены графики указанных временных рядов, полученных на осно-

ве первой компоненты решения (функции 1(.)z ) при 0.8   и 

0.2  . 

 

Рис. 66. Динамика выборочного среднего первой компоненты  
решения системы (94)–(96) при 0.8   
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Рис. 67. Динамика выборочного среднего первой компоненты  
решения системы (94)–(96) при 0.2   

 

Рис. 68. Динамика выборочных стандартных отклонений 
первой компоненты решения системы (94)–(96) при 0.8   и 0.2   

 
Несложно заметить, что временные ряды представленные на 

рис. 66 и рис. 67 колеблются в окрестности  3.5 .c c   Данные 

ряды, а также ряды, представленные на рис. 68, с помощью кри-
терия Дики–Фуллера были проверены на стационарность. 
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Во всех случаях гипотезы о нестационарности ряда отвергаются 
на 1%-ом уровне значимости. Отметим, что аналогичные резуль-
таты получаются и для других компонент решений. 

Перейдем к описанию потока, возникающего в железнодо-
рожной сети. На рис. 69 и 70 приведены временные ряды, отра-
жающие динамику выборочных средних интенсивности потока 
между станциями с номерами 1 и 2, а также динамику соответст-
вующих выборочных стандартных отклонений при значениях па-
раметра   равных 0.8 и 0.2, соответственно. Отметим, что дан-
ные временные ряды также являются стационарными.  

 

Рис. 69. Динамика выборочных средних интенсивности потока  
между станциями с номерами 1 и 2 при 0.8   и 0.2   

 

Как и следовало ожидать с уменьшением   (увеличение доли 
случайной компоненты в потоке) интенсивность потока  
уменьшается при одновременном увеличении ее стандартного 
отклонения. Многочисленные эксперименты показывают, что 
аналогичная динамика наблюдается и на других участках желез-
нодорожной сети (между другими соседними станциями). 

В завершение приведем зависимость выборочного среднего 
и выборочного стандартного отклонения временных рядов,  
описывающих усреднение по результатам 10 экспериментов ре-
шений системы (94)–(96) и интенсивности потоков, возникающих  
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Рис. 70. Динамика выборочных стандартных отклонений интенсивности 
потока между станциями с номерами 1 и 2 при 0.8   и 0.2   

 
в железнодорожной сети, а также их стандартных отклонений от 
параметра   (рис. 71, рис. 72). Отметим, что данные характери-
стики рассчитываются с учетом того, что указанные временные 
ряды являются стационарными.  

 

Рис. 71. Зависимость решения системы (94)–(96)  
и интенсивности потока от   
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Рис. 72. Зависимость стандартного отклонения решения  
системы (94)–(96) и интенсивности потока от   

  
Как следует из рис. 71 выборочное среднее ряда, являющего-

ся усреднением решения системы (94)–(96), не зависит от   и 
равно среднему арифметическому начальных условий. Величина 
потока линейно увеличивается по мере увеличения параметра .  
Из рис. 72 следует, что как выборочное стандартное отклонение 
усредненного решения, так и выборочное стандартное отклоне-
ние усредненного потока линейно убывают по параметру ,  

причем скорость убывания последнего существенно выше. 

3.3. Модель организации грузоперевозок  
между узловыми станциями  

(случай идентичных станций) 

Рассмотрим движение грузов на участке железнодорожной 
сети между двумя узловыми станциями, соединенными между 
собой множеством промежуточных станций. Обозначив через m  
число промежуточных станций, мы получаем следующее множе-

ство номеров станций  0, 1, .., , 1 ,m m    где 0  – номер начальной 

узловой станции, а 1m   – номер конечной узловой станции. 
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Обозначим через in  число путей на станции с номером .i  Пред-

полагаем, что все пути используются с одинаковой степенью эф-
фективности.  

Рассмотрим дискретные моменты времени 

0 1 2 1, , , ...; , 1, 2, ...k kt t t t t t k         

Пусть  ij kV t  – объем грузов, принятых на j-ом пути i -ой 

станции за отрезок времени  1,k kt t , а  ij kV t  – объем грузов, от-

правленных с j -ого пути i -ой станции за отрезок времени 

 1, .k kt t  Обозначим 

 
   

     

   

, если

0, если .

ij ijk k
ij ijk k

ij kij k

ij ijk k

V
V

V

t V t
t V t

tx t

t V tV

 
  




  

 

 

Очевидно, что 

 0 1, 0,1, ..., 1; 1, 2, ...,ij k ix t i m j n       

и характеризуют степень несогласованности между приемом и 
отправкой на j-ом пути i -ой станции в момент времени .kt  Обо-

значим 

   
j 1

1
.

ni

i k ij k
i

z t x t
n 

   

Также очевидно, что  0 1i kz t   и характеризует степень не-

согласованности между приемом и отправкой на i-ой станции в 
момент времени .kt  

Технический потенциал станции определяется максимально 
допустимым приростом степени несогласованности между прие-
мом и отправкой грузов за единицу времени и задается неотрица-

тельной убывающей функцией  z  определенной на отрезке 

 0,1  и удовлетворяющей условию  1 0.   

Начальная узловая станция принимает грузы в зависимости от 
спроса на перевозки в рамках своего технического потенциала и 
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отправляет на следующую станцию в рамках ее технического по-
тенциала. Каждая из промежуточных станций принимает грузы в 
рамках своего технического потенциала и отправляет в рамках 
технического потенциала следующей станции. Конечная узловая 
станция принимает грузы в рамках своего технического потен-
циала и распределяет в определенном режиме. С учетом сказан-
ного, запишем систему конечно-разностных уравнений, описы-
вающую изменение степени несогласованности между приемом и 
отправкой грузов на станциях.  

   0 0 1k kz t z t    

      0 0 1 1 1min , , 1, 2, 3k kd z t z t t k                  (97) 

         1 1 1 1 ,i k i k i k i kz t z t z t z t t           

 1, 2, , , 1, 2, 3i m k                                     (98)  

      1 1 1 1 1 1 , 1,2,3m k m k m k mz t z t z t d t k                    (99) 

 0 1, 0, 1, , 1, 0, 1, 2,i kz t i m k                        (100)  

Здесь 0 10, 0 1, 0md d        – параметры модели: 

0d  – характеристика спроса на перевозки; 

  – характеристика степени использования технического по-
тенциала станций; 

1md   – характеристика режима распределения грузов с конеч-

ной узловой станции. 
Перейдем к непрерывному аналогу системы дискретно-

разностных уравнений (97)–(100), представленному ниже 

           0 0 0 1 0min , , , ,z t d z t z t t t               (101) 

          1 0, 1, 2, ..., , , ,i i iz t z t z t i m t t                (102) 

       1 1 1 0, , ,m m mz t z t d t t                           (103) 

    00 1, 0, 1, ..., 1, , .iz t i m t t                       (104) 

Далее рассмотрим функцию  ,z  задающую технический 

потенциал станций, следующего вида 
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    1 , 0.z a z a                                 (105) 

Параметр 0,a   участвующий в определении функции   ,z  

является характеристикой возможности станций по наращиванию 

грузопотока. Так как   az  для всех 0 1,z   то параметр 0 ,d  

являющийся характеристикой спроса на перевозки и участвую-
щий в уравнении (101), можно представить следующим образом: 

 0 , 0 1.d a                                    (106) 

Параметр 1,md   являющийся характеристикой режима рас-

пределения грузов с конечной узловой станции, представим сле-
дующим образом: 

 1 , 0.md a                                      (107) 

Перепишем систему (101)–(104), в которой функция  z  оп-

ределена согласно (105), а параметры 0d  и 1md   – согласно (106) 

и (107) соответственно. 

           0 0 1 0min , 1 1 , , ,z t a a z t a z t t t               (108)  

         1 0, 1, 2, ..., , , ,i i iz t a z t z t i m t t                    (109) 

       1 1 01 , , ,m mz t a z t a t t                         (110)  

    00 1, 0,1, ..., 1, , .iz t i m t t                        (111) 

Здесь , , ,a      – параметры модели: 

(0 1)     – характеристика диапазона спроса на перевозки, ко-

торый может быть удовлетворен при имеющемся техническом 
потенциале станций; 

( 0)a a   – характеристика возможности станции по наращива-

нию грузопотока; 
(0 1)     – характеристика степени использования техниче-

ского потенциала станций; 
( 0)    – характеристика режима распределения грузов с ко-

нечной узловой станции. 
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Приведем основные задачи исследования: 
– определить диапазоны изменения параметров , , , ,a     

при которых система грузоперевозок может бесперебойно функ-
ционировать, т.е. система (108)–(111) имеет решение, описать ка-
чественное поведение решений в зависимости от параметров;  

– для заданного значения характеристики спроса на грузопе-
ревозки (параметр  ) установить наиболее приемлемые дости-

жимые уровни степени несогласованности между приемом и от-
правкой грузов на всех станциях, за счет управления значениями 
следующих характеристик: возможность станций по наращива-
нию грузопотока (параметр a ), степень использования техниче-
ского потенциала станций (параметр  ) и режим распределения 
грузов с конечной узловой станции (параметр  ). 

3.3.1. Исследование решений системы (108)–(111) 

Изучение множества решений системы (108)–(111) начнем с 
исследования всех решений системы дифференциальных уравне-
ний (108)–(110).  

В первую очередь выделим стационарные решения системы 
(108)–(110). С помощью непосредственной проверки можно убе-
диться в справедливости следующего утверждения 

Утверждение 3. Система (108)–(110) при любых значениях 
параметров 

0 1, 0, 0 1, 0a            
таких, что     имеет стационарные решения:  

    0 . 1 , . 1 , 1, ..., 1iz z i m


      


  , при    ;       (112)  

    0 . 1 , . 1 , 1, ..., 1iz z i m


     


  , при    .        (113)  

При     система (108)–(110) не имеет стационарных ре-

шений. ■ 
Перейдем к исследованию остальных решений системы 

(108)–(110). 
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Теорема 4. Произвольное решение системы (108)–(110) при 
    со временем выходит на стационарную траекторию (112), 

а при     на одну из стационарных траекторий (113).  

При     координаты  . , 1, ..., 1iz i m     решения системы 

(108)–(110) со временем выходят на стационарный режим, ука-

занный в (112), а функция  0 .z  становится линейно убывающей. 

Доказательство в приложении 2. ■ 
Перейдем к изучению решений системы (108)–(110), удовле-

творяющих ограничениям (111).  
Лемма 8. Для всех значений параметров 0a  , 0   и ,  

1     компоненты      1 2 1. , . , .mz z z     произвольного реше-

ния системы (108)–(110), удовлетворяющие ограничениям (111) в 
начальный момент времени, будут удовлетворять им и в после-
дующие моменты времени. 

Доказательство в приложении 2. ■ 
Сформулируем аналогичную лемму и для нулевой компонен-

ты решения системы (108)–(110). 
Лемма 9. Для всех значений параметров 0a  , 0   и 

, 1      существует        0 0 1 0 1 0, , , ..., mz t z t z t      ,  1     

такое, что при любом значении параметра   из отрезка ,     

нулевая компонента  0 .z произвольного решения системы (108)–

(110) удовлетворяющая ограничению (111) в начальный момент 
времени, удовлетворяет ему и в последующие моменты времени.  

Доказательство в приложении 2. ■ 
Сформулируем основной результат данного параграфа.  
Теорема 5. Для любых начальных значений 

 00 1, 0, 1, ..., 1iz t i m      , параметров 0a  , 0   и 

, 1      существует        0 0 1 0 1 0, , , ..., mz t z t z t      ,  1,     

такое, что при любом значении параметра   из отрезка ,     

решение системы (108)–(111) существует и сходится к стацио-
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нарному решению (112) (при    ) или к одному из стационар-

ных решений (113), одинаковому для всех   и a  (при    ).  

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из 
теоремы 4, леммы 8 и леммы 9. ■ 

Следствие 1. Система дифференциальных уравнений (108)–
(111) имеет глобально устойчивое стационарное решение (112) и 
семейство устойчивых решений вида (113). 

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из 
теоремы 5. ■ 

3.3.2. Примеры решений системы (108)–(111) 

Рассмотрим несколько примеров решений системы (108)–
(111). Во всех приведенных ниже примерах число станций равно 
10 (начальная узловая станция, восемь промежуточных станций, 
конечная узловая станция), значения параметров  , a  и началь-

ные условия зафиксированы и принимают следующие значения: 

 0.6, 1.5a                                           (114) 

         0 0 1 0 2 0 3 0 4 00.4, 0.2, 0.1, 0.4, 0.7,z t z t z t z t z t         

     5 0 6 0 7 00.1, 0.2, 0.3,z t z t z t     

   8 0 9 00.5, 0.3z t z t                              (115) 

Согласно теореме 5 для любых начальных значений, удовле-
творяющих условию (111), параметров 0a  , 0  и , 1      

существует   (  1    ), зависящее от начальных условий и па-

раметра ,  такое, что для всех   из отрезка ,     решение сис-

темы (108)–(111) существует. Расчеты показали, что для указан-

ных выше начальных условий (115) и параметра   (114)   

принимает значение равное 0.898  (  0.898  ). Характер решения 
системы (108)–(111) зависит от значения параметра .  В зависи-

мости от того, меньше ли оно значения параметра   или равно 

ему, различают два типа решений системы (108)–(111).  
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Начнем с первого случая (    ). На рис. 73, 74 и 75 приведе-

ны графики решений системы (108)–(111) при фиксированном 
значении параметра   ( 0.5  ) и трех разных значений парамет-

ра :  два на концах отрезка ,     и одно во внутренней точке.  

 

Рис. 73. График решения системы (108)–(111) 
( 0.5, 0.6      ) 

 

 

Рис. 74. График решения системы (108)–(111). 
( 0.5, 0.6, 0.85       ) 
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Рис. 75. График решения системы (108)–(111) 

( 0.5, 0.6, 0.898         ) 

 
Отметим, что в силу глобальной устойчивости стационарного 

решения (112) асимптотическое поведение решений, показанных 
на рисунках 73–75 не меняется при изменении начальных значе-
ний. Эти рисунки наглядно показывают, что установившийся ре-
жим для нулевой компоненты решения системы (108)–(111) не 
зависит от параметра ,  а для остальных компонент увеличение 

параметра   приводит к их асимптотическому увеличению. На-
помним, что компоненты решения системы (108)–(111) опреде-
ляют динамику степени несогласованности между приемом и от-
правкой грузов на станциях. Следовательно, в данном случае 
вопрос выбора параметра   определяется однозначно, его значе-
ние следует взять равным значению параметра  . 

Перейдем ко второму случаю (    ). На рис. 76, 77 и 78 при-

ведены графики решений системы (108)–(111) при 0.6   и тех 

же самых значениях параметра ,  что и для предыдущего случая.  

Сравнивая рисунки 76, 77 и 78, можно заметить, что увеличе-
ние значения параметра   приводит к асимптотическому умень-
шению нулевой компоненты решения системы (108)–(111)  
в отличие от первого случая. Остальные компоненты решения, 
как  и в  первом  случае,  с  увеличением  значения  параметра    



126 

 

Рис. 76. График решения системы (108)–(111) 
0.6       

 

 

Рис. 77. График решения системы (108)–(111) 
0.6, 0.85       



127 

 

Рис. 78. График решения системы (108)–(111) 
0.6, 0.898         

 
асимптотически увеличиваются. Это означает, что в данном слу-
чае, управляя параметром ,  можно установить нужную степень 

несогласованности между приемом и отправкой грузов на всех 
станциях (в том числе и на нулевой станции). Если взять   рав-
ным ,  то со временем степень несогласованности между прие-

мом и отправкой грузов на всех станциях кроме нулевой станет 
равной нулю, а на нулевой станции – 1 .  Если значение   

близко к единице, то такой выбор параметра   будет оптималь-
ным. В противном случае, все будет зависеть от конкретного зна-
чения параметра ,  а также от того, насколько важно в той или 

иной ситуации уменьшение степени несогласованности между 
приемом и отправкой грузов на начальной узловой станции за 
счет увеличения данной характеристики на остальных станциях. 

Сравнивая между собой рисунки 73 и 76, рисунки 74 и 77, 
а также рисунки 75 и 78, можно заключить, что с точки зрения 
минимизации степени несогласованности между приемом и от-
правкой грузов на станциях целесообразно параметр   взять рав-

ным параметру .  Это означает, что режим распределения грузов 
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с конечной узловой станции необходимо согласовать с характе-
ристикой спроса на перевозки. 

3.3.3. Исследование области притяжения стационарных 
решений системы (108)–(111) вида (113) 

Согласно следствию 1, система дифференциальных уравне-
ний (108)–(111) имеет глобально устойчивое стационарное реше-
ние (112) и семейство устойчивых решений вида (113). Выделим 
из этого семейства следующее стационарное решение 

    0 . 1 , . 1 , 1, ..., 1.iz z i m


     


                   (116) 

Как показали численные эксперименты данное стационарное 
решение в отличие от других стационарных решений вида (113), 
представленных ниже 

    0 . 1 , . 1 , 1, ..., 1iz z i m


     


                    (117) 

и являющихся локально устойчивыми, имеет определенную об-
ласть притяжения.  

Обозначим  

    1 1 / 1
, .

2

m
с

m

    
  


   

Анализ большого количества численных экспериментов по-
зволил описать область притяжения стационарного решения 
(116). Результаты данного анализа приведем в следующем утвер-
ждении. 

Утверждение 4. 

Для любых значений параметров 0 1, 0, ,a           

     решение системы (108)–(111) сходится к стационарному 

решению (116), если начальные значения удовлетворяют условию  

   0 , , 0, 1, ..., 1.iz t c i m          
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В противном случае, т.е. если выполняется условие  

    0 , , 0, 1, ..., 1iz t c i m          и  0, 1, ...., 1 ,i m       такой, 

что  

   0 , ,
iz t c    

то решение системы (108)–(111) сходится к одному из стацио-
нарных решений (117). ■ 

3.4. Модель организации грузоперевозок  
между узловыми станциями (общий случай) 

Перейдем к модификации модели, представленной в парагра-
фе 3.3. В отличие от исходной модели она описывает общий слу-
чай, т.е. предполагается, что станции имеют разные технические 
потенциалы. Технический потенциал произвольной станции с 
номером , 0,1, ..., 1i i m   определяется максимально допусти-

мым приростом степени несогласованности между приемом и от-
правкой на данной станции за единицу времени и задается непре-

рывной убывающей функцией  i z , определенной на отрезке 

 0,1  и удовлетворяющей условию  1 0, 0, 1, 2, ..., 1i i m      . 

Начальная узловая станция принимает грузы в зависимости от 
спроса на перевозки в рамках своего технического потенциала. 
Отправка груза с произвольной станции с номером 
, 0,1, ...,i i m  на следующую станцию (с номером 1i  ) произ-

водится с учетом объема грузов на данной станции и техническо-
го потенциала следующей станции. Отметим, что отправка грузов 
со станции с номером i  на следующую станцию (с номером 1i  ) 
равносильна приему грузов на 1i  -ой станции с предыдущей 
станции (с номером i ). Конечная узловая станция распределяет 
грузы с определенной интенсивностью, зависящей от объема гру-
зов на ней.  

С учетом сказанного, запишем систему конечно-разностных 
уравнений, описывающую изменение степени несогласованности 
между приемом и отправкой грузов на станциях.  
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0 0 1 0 0 0 1[min( ,( ) ( ) ( ( )))k k kz t z t d z t      

0 1 0 0 0 1min( min(( ) ( ( )), ),k kz t d z t     

 1 1 1 1 )]( ( )) , 1, 2, 3...,kz t t k                                (118) 

0 )0 1,( kz t                                             (119) 

1 1 1 0 1 0 0 0 1[min( ) ( ) (( min( , ( ))),) (k k k kz t z t z t d z t       

1 1 1 1 1 1 0 1) min(( ( )) ( ) m n ( )i (k k kz t z t z t      + 

0 0 0 1 1 1 1 1( ( ))min (( , ), ,) )( )k kd z t z t      

 2 2 2 1 )]( ( )) , 1, 2, 3...,kz t t k                             (120) 

 1 1,( )0 kz t                                            (121) 

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...  

1 1 1 2 1[mi( ) n( ( ) mi( ) )n ((i k i k i k i kz t z t z t z t         

0 1 0 0 0 1... min( mi( ) (n( , ( ))),k kz t d z t      

1 1 1 1 2 2 2 1 1( ( )) (), ), ..., )( )) ( ( ))k k i i i kz t z t z t            

 1 1 1 0 1( ) (min( min mi) n ( )i k i k kz t z t z t        

0 0 0 1 1 1 1 1( ( ))min (( , ), ,) )( )k kd z t z t      

2 2 2 1 1 1 1 1), ..( ( )) ( ( ))., )] ,k i i i kz t z t t          

1, 2, 3...,k                                        (122) 

1,)0 (i kz t                                       (123)  

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

1 1 1 1 1 1[min( ) ( ) ( ) (( min( )m k m k m k m kz t z t z t z t        + 

0 1 0 0 0 1... min( min( ) (( , )( )) ,k kz t d z t      

1 1 1 1 2 2 2 1( ( )) (), ), .. ,)) .(k kz t z t      
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1 1 1 1 1 1( ( ) ) min() ( )m m m k m kz t z t          

1 0 1min( ... min(( ) ( )m k kz t z t      

0 0 0 1 1 1 1 1( ( ))min( , ) ( )), ,( )k kd z t z t      

2 2 2 1 1 1 1 1), ...,( ( )) ( ( ) )) ,k m m m kz t z t          

 1] , 1, 2, 3...,md t k                                       (124) 

1( )0 1,m kz t                                            (125) 

Здесь 0 10, 0 1, 1, 02, ..., 1,i md i m d             – параметры 

модели: 

0d  – характеристика спроса на перевозки; 

i  – характеристика степени использования технического потен-

циала станции с номером ;i  

1md   – характеристика режима распределения грузов с конечной 

узловой станции. 
Перейдем к непрерывному аналогу системы дискретно-

разностных уравнений (118)–(125), представленному ниже 

0 0 0 0 0 0 0 0min( , ) min( min( ) ( ( )) ( ) ( , ),( ( ))z t d z t z t d z t         

1 1 1 0)( , [ , )( ))z t t t     ,                              (126) 

1 0 0 0 0min( m( ) ( ) ( ( ))in( , ),z t z t d z t      

1 1 1 1 0) min(( ( )) ( ) min( ( )z t z t z t      

0 0 0 1 1 1( ( ))mi ( ( ))n( , ), ),d z tzt      

2 2 2 0)( ( )) , [ , )z t t t    ,                              (127) 

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

1 2( ) ( )min( mi ( (n )i i iz t z t z t      

0 0 0 0... min( min( ,( ) ( ( )),)z t d z t     
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1 1 1 2 2 2), ), ...,( ( )) ( ( ))) ( ( ))i i iz t z t z t        

1 0min( min( ... min( ) ( ( )()i iz t z t z t      

0 0 0 1 1 1( ( )mi ) ( ( ))n( , ), ),d z t z t     

2 2 2 1 1 1 0), .( ( )) ( ( )).., , [ , ))i i iz t z t t t        ,            (128) 

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

1 1( ) ( )min( (min( )m m mz t z t z t      

0 0 0 0... min( min(( ) ( ( ), ),)z t d z t     

1 1 1 2 2 2( ( )) ( (), ),.. ,)) .z t z t     

1 1 1 1( ( ) ) min ( )()m m m mz t z t        

0min( ... min( ) ( ( )mz t z t     

0 0 0 1 1 1( ( ))min( , (), ),( ))d z t z t     

2 2 2 1 1 1),...,( ( )) ( ( ))),m m mz t z t       

 1 0), [ , )md t t                                         (129) 

Отметим, что конструкция правых частей системы (126)–
(129) гарантирует автоматическое выполнение условий, анало-
гичных условиям (119), (121), (123) и (125). 

Аналитическое исследование системы (126)–(129) крайне за-
труднительно. В связи с этим она была исследована численно. 
Приведем результаты ее численного исследования для опреде-

ленного класса функций  .i z  

3.4.1. Результаты численных экспериментов 

Перейдем к изложению результатов численной реализации 

системы (126)–(129), в которой функции  i z  были определены 

следующим образом: 

   1 , 0, 1, ..., , 1.i i i iz a z i m m                   (130) 
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Параметр 0,ia   участвующий в определении функции 

 ,i z  является характеристикой возможности станции c номе-

ром i  по наращиванию грузопотока. Из определения функции 

 i z  следует, что параметр 0 ,d  являющийся характеристикой 

спроса на перевозки, можно представить следующим образом: 

0 0 , 0 1.d a                                  (131) 

Перепишем систему дифференциальных уравнений (126)–

(129), в которой функции  i z  определены согласно (130), а па-

раметр 0d  – согласно (131). 

0 0 0 0min( , 1( ) ( )( ))z t a a z t      

0 0 0 0min( mi( n( , 1 ),) ( ( ))z t a a z t     

1 1 1 0( ( ))1 ), [ , )a z t t t    ,                          (132) 

1 0 0 0 0min( min( ,( ) ( ) ( ( ))1 ),z t z t a a z t      

1 1 1 1 01 ) min( min( ( )) ( ) ( )(a z t z t z t      

0 0 0 1 1 1( ( )min( , 1 )) ( ( ), 1 ),)a a z t a z t      

 2 2 2 0( ( ))1 ), [ , )a z t t t    ,                        (133) 

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 

1 2( ) ( )min( )( (mini i iz t z t z t     

0 0 0 0... min( min( ,( ) ( ( ))1 ),z t a a z t      

1 1 1 2 2 2( ( )) ( (1 ), 1 ), ..., ( ))) ( ))1i i ia z t a z t a z t        

1 0min( min( ... min( ) ( ( )()i iz t z t z t      

0 0 0 1 1 1( ( )min( , 1 ),) ( ( ,))1 )a a z t a z t      

2 2 2 1 1 11 ), ...,( ( )) ( ( ))1 ),i i ia z t a z t       

0[ , )t t  ,                                    (134) 

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... 
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1 1( ) ( )min( (min( )m m mz t z t z t      

0 0 0 0... min( min( ,( ) ( ( ))1 ),z t a a z t      

1 1 1 2 2 2( ( )) (1 ), 1 ),..) .) ,(a z t a z t     

1 1 1 1(1 ) mi( )) (n( )m m m ma z t z t        

0min( ... min( ) ( ( )mz t z t     

0 0 0 1 1 1( ( )min( , 1 )) ( ( ), 1 ),)a a z t a z t      

2 2 2 1 11 ), ..., 1( ( )) ( ( )),)m ma z t a z t     

1 0), [ , ).md t t                                         (135) 

Здесь 0 10, 0, 0, 0 1, 1, , , 0... 1i i ma a i m d             – 

параметры модели:  
  – характеристика диапазона спроса на перевозки, который мо-

жет быть удовлетворен при имеющемся техническом потенциале 
станций; 

, 0,1, ..., 1ia i m   – характеристика возможности станции с но-

мером i  по наращиванию грузопотока; 

i  – характеристика степени использования технического потен-

циала станции с номером ;i  

1md   – характеристика режима распределения грузов с конечной 

узловой станции. 
Отметим, что параметры , 1, ..., 1i i m    и 1md   в отличие от 

остальных являются управляемыми и могут быть определены на 
любом уровне внутри заданного диапазона в зависимости от зна-
чений остальных параметров. 

Основная цель исследования системы (132)–(135): для задан-
ных значений степеней несогласованности станций в начальный 

момент времени (  00 1, 0, 1, ..., 1iz t i m     ), характеристики 

спроса на грузоперевозки (параметр  ), характеристик возмож-

ности станций по наращиванию грузопотока ( , 0,1, ..., 1ia i m  ) 
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определить такие значения степеней использования технического 
потенциала станций (параметры , 1, 2, ..., 1i i m    ) и режима 

распределения грузов с конечной узловой станции, при которых 
степень несогласованности между приемом и отправкой грузов 
на всех станциях со временем будет минимальной. 

Численная реализация системы дифференциальных уравне-
ний (132)–(135) позволила исследовать свойства ее решений. Ос-
новной результат данного исследования представим в виде сле-
дующих двух утверждений. 

Утверждение 5. Система дифференциальных уравнений 
(132)–(135) имеет бесконечное множество стационарных реше-
ний вида 

 . , 0 1, 0, 1, ..., 1,i i iz c c i m         

и произвольное ее решение сходится к одному из них в зависимо-
сти от параметров 1, , , 0,1, ..., 1,i i ma i m d         и начальных 

значений. ■ 
Введем обозначение 

 1 1 2 2 1 1min , , ...,k k m md a a a a         

и выделим следующие стационарные решения системы (132)–
(135): 

 . 0, 0, 1, ..., 1;iz i m                                  (136) 

   0
0

. 1 , . 1 , 1, ..., 1;k k k k
i

i i

a a
z z i m

a a

 
     


              (137) 

    0
0

1 , 1,..., 1
. 1 , .

0, ,..., 1;

k k
k k

i ii

a
i ka

az z
a

i k m

        
  

 
 

 

              (138) 

   0
0

1 , 1,..., 1
. 1 , . ,

0, ,...,

k k
k k

i ii

a
i ka

az z
a

i k m

        
 

 
 

 

 

  1
1

1 1

0 . 1 ;m
m

m m

d
z

a



 

  


                          (139) 
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   1 1
0

0

. 1 , . 1 , 1, 2, ..., 1.m m
i

i i

d d
z z i m

a a
      


            (140) 

Каждое из указанных стационарных решений существует при 
определенных условиях, которым должны удовлетворять пара-
метры системы уравнений (132)–(135). Приведем эти условия: 

  0 0 1и решение 136 ,md d d d                        (141) 

    0 1и решение 137 и 138 ,md d d d                   (142) 

  1 0 1и решение 138 ,m md d d d                        (143) 

          0 1 решения 136 , 137 , 138 , 139 , 140 .md d d           (144) 

Следующее утверждение уточняет характер решений системы 
уравнений (132)–(135). 

Утверждение 6. Для любых начальных значений 

 0 0 1, 0, 1, ..., 1,iz i m       

параметров 

10 1, 0, 0 1, 0, 1, ..., 1, 0i i ma i m d                

решение системы (132)–(135) сходится к: 
– стационарному решению (136) при выполнении условия 

(141); 
– стационарному решению (138) при выполнении условия 

(142); 
– стационарному решению (140) при выполнении условия 

(143). ■ 
На рис. 79, 80 и 81 показана сходимость к указанным стацио-

нарным решениям. 
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Рис. 79. Сходимость к стационарному решению  136  

 0 11.6, 1.8, 1.9md d d     

 

 
Рис. 80. Сходимость к стационарному решению  138  

 0 11.9, 1.8, 1.95md d d      
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Рис. 81. Сходимость к стационарному решению  140  

 0 11.9, 1.8, 1.6md d d      

 
Таким образом, стационарные решения (136), (138) и (140) 

при выполнении соответствующих ограничений на параметры 
системы уравнений (132)–(135) (условия (141), (142) и (143)) яв-
ляются глобально устойчивыми. Других глобально устойчивых 
стационарных решений система уравнений (132)–(135) не имеет. 

Используя результат утверждения 6, определим такие значе-
ния параметров , 1, 2, ..., 1i i m      и 1,md   при которых степень 

несогласованности между приемом и отправкой грузов на всех 
станциях со временем будет минимальной. 

Опишем данную процедуру: 

a) определить  1 2 1min , , ..., ;j ma a a a      

b) параметру j  присвоить максимальное значение из задан-

ного диапазона, т.е. 1;j    

c) остальные параметры i  определить следующим образом: 

, 1, ..., 1, ;j
i

i

a
i m i j

a
       
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d) подобрать 1md   таким образом, чтобы 

 1 0max , ,md d d   где 0 0d a  , .jd a  

После выполнения данной процедуры параметры модели 
, , 1, 2, ..., 1i ia i m     и 1md   будут удовлетворять следующим 

условиям: 

1 1 2 2 1 1... .m ma a a d                              (145) 

 1 0max , .md d d                                   (146) 

Из утверждения 6 следует, что при выполнении условий (145)–
(146) произвольное решение системы (132)–(135) стремится к: 

– стационарному решению (136), если 0 ;d d  

– стационарному решению  

   0 0
0

. 1 , . 0, 1, ..., 1, если .i
d

z z i m d d
a

                (147) 

Дальнейшее численное исследование системы (132)–(135) по-
зволило получить более общий результат. Приведем его в сле-
дующем утверждении. 

Утверждение 7. Для любых начальных значений 

 0 0 1, 0,1, ..., 1,iz i m     

параметров  

10 1, 0, 0 1, 0, 1, ..., 1, 0,i i ma i m d                

удовлетворяющих условию (145)–(146) решение системы (132)–
(135) сходится к: 

– стационарному решению (136), если 0 ;d d  

– стационарному решению (147) в противном случае. ■ 
 

Таким образом, управляя параметрами , 1, 2, ..., 1i i m     и 

1md   (т.е. задав правильным образом степень использования тех-

нического потенциала станций и режим распределения грузов с 
конечной узловой станции), можно добиться того, что со време-
нем степень несогласованности между приемом и отправкой гру-
зов по крайней мере на всех станциях кроме начальной станет 
равна 0. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Формулировка некоторых определений и теорем 

Для формулировки теорем, отражающих основные результа-
ты, приведенные в параграфе 1.1 определим семейство банаховых 
пространств функций 

                  1

0
. : . , , maxsup , 0,1tk k r

R
r k t R

L C R x x C R R x t
  

             

с нормой  
     

0
max sup .

k tr
R

r k t R
x x t

  
    

Если прямую R  заменить полупрямой  0, , то получим 

определение пространства   1 0, .kL C   

Определим пространство 1
iK R





 , ,iR R  i Z  с элемен-

тами { } , ,i ix x R i Z
      и со стандартной топологией пол-

ного прямого произведения. В пространстве 1K  определим се-
мейство гильбертовых подпространств 

21 1 2
2 : ; | | ,i

i R
i

K K x





 
      
 

    0,1   

с нормой  

2 =
1/2

22| | .i
i R

i

x




 
 

 
  

Обозначим 

   max 2 ,M L    , 

где L  – константа Липшица функции  . ,  участвующей в урав-

нении (1),   – параметр участвующий в уравнении (1), а   – ха-
рактеристика системы контроля (нелокальные ограничения (2)). 
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Рассмотрим неравенство относительно двух переменных 

 0,   и  0,1    

   1 11 2 ln .M                                     (148) 

Множество решений неравенства (148) описывается функ-

циями  1 ,   2 ,   заданными на следующем рисунке  

 
Рис. 82. Графики функций  1   и  2   

 
Справедлива следующая теорема. 
Теорема 6 (Beklaryan, Khachatryan, 2006). Для любых началь-

ных данных 0a  , i Z , начального момента времени 

 0,t    и характеристик  , удовлетворяющих условию 

0      (см. рис.82), существует решение  { . }i i Zz   уравнения 

(1) типа бегущей волны (условие (2)) с характеристикой ,  удов-

летворяющее начальному условию   .iz t a  Более того, для вся-

кого i Z  функция  .iz  принадлежит пространству 

    01 0,L C    при любом     1 2,     . Такое решение 

является единственным и непрерывно зависит от начального ус-
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ловия a  в том смысле, что каждая координата  . ,iz  i Z  не-

прерывно зависит от начального условия a  как элемент про-

странства     01 0, .L C   ■ 

Система (1)–(2) имеет два стационарных решения типа бегу-

щей волны:  1 ..., 0, 0, 0, ... ,z        2 ..., , , , ... .z        Очевидно, 

что такие решения принадлежат пространству 1
2K   при любом 

 0, 1 .   

Рассмотрим уравнение  

  2 2 0,                                     (149) 

где  ' .     Из определения функции  .  следует, что 0.   

Решениями уравнения (149) являются вещественные числа  ,  ,  

причем 0 1,    1.   

Определение 6 (Beklaryan, Khachatryan, 2006). Стационарное 
решение { }i i Zz z   системы уравнений (1) в фазовом простран-

стве 1
2K  ,  0,1   называется устойчивым по Ляпунову, если 

существуют 0,   0t   такие, что для произвольного 1
2d K  , 

удовлетворяющего условию 2 ,d z     решение  z t  уравне-

ния (1) с начальным условием  z t d  существует; для всякого 

0   существует 10 ,     что при 2 1d z     решение  z t  

уравнения (1) с начальным условием  z t d  удовлетворяет ус-

ловию  
2

z t z


    для всех .t t  

Устойчивое по Ляпунову стационарное решение { }i i Zz z   

системы уравнений (1) в фазовом пространстве  1
2 , 0,1K     на-

зывается асимптотически устойчивым, если  
2

lim 0
t

z t z


  .■ 

 



143 

Теорема 7 (Beklaryan, Khachatryan, 2006). Для любых , 0    

и характеристик  0,   стационарное решение 

 2 ..., , , , ...z        типа бегущей волны уравнения (1) в фазовом 

пространстве  1
2 ,1,K      является асимптотически устой-

чивым, а стационарное решение  1 ..., 0, 0, 0, ...z      типа бегущей 

волны в фазовом пространстве  1
2 0,, 1K     является неустой-

чивым. ■ 
Обозначим 

   max 2sup : , .             

На интервале  max0,   определяется функция 

     1max , ,        графически изображенная на рис. 83 (при 

    – слева и при     – справа). 

 

Рис. 83. График функции     

 
Определение 7 (Beklaryan, Khachatryan, 2006). Стационарное 

решение { }i i Zz z  , 1i iz z  , i Z  типа бегущей волны системы 

уравнений (1) в фазовом пространстве  1
2 , 0,1K     называется 

устойчивым по Ляпунову среди решений типа бегущей волны с 
характеристикой  , если: оно устойчиво по Ляпунову; сущест-
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вуют 0, 0t    такие, что для произвольного числа 0 ,d  удов-

летворяющего условию 0 0 ,d z    решение    { }n n Zz t z t   

системы (1)–(2) с начальным условием  0 0z t d  существует; 

для всякого 0   существует 20      такое, что из условия 

0 0 2d z    следует, что решение  z t  системы (1)–(2) с началь-

ным условием  0 0z t d  удовлетворяет условию  
2

z t z


    

для всех .t t  
Устойчивое по Ляпунову среди решений типа бегущей волны 

с характеристикой   стационарное решение { } ,i i Zz z   1,i iz z   

i Z  системы уравнений (1) в фазовом пространстве 

 1
2 , 0,1K     называется асимптотически устойчивым, если 

 
2

lim 0.
t

z t z


   ■ 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 8 (Beklaryan, Khachatryan, 2006). Для любых , 0    

и характеристик  0, max   стационарное решение 

 2 ..., , , , ...z       типа бегущей волны системы уравнений (1) в 

фазовом пространстве     1
2 2, ,K         является асим-

птотически устойчивым среди решений типа бегущей волны с 
характеристикой .  ■ 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Доказательства основных теорем и лемм 

В данном приложении приводятся доказательства основных 
теорем и лемм, приведенных в главах 1, 2 и 3.  

Доказательство леммы 3 (параграф 1.2). Изучим собствен-
ные числа матрицы ,A  введенной в параграфе 1.2. Матрица A  

является симметрической и, следовательно, с ней связана некото-
рая квадратичная форма. Покажем, что квадратичная форма, оп-
ределяемая матрицей ,A  будет отрицательно определенной. Для 

этого воспользуемся критерием Сильвестра, согласно которому 
квадратичная форма будет отрицательно определенной, если уг-
ловые миноры матрицы A  чередуют знаки начиная с отрица-
тельного. Вычеркнув последнюю строку и последний столбец 

матрицы ,A  получим угловой минор  1n  -ого порядка. Обо-

значим его через 1nB  . Итак 

 
 

 
 

1

2 0 ... 0 0

2 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 ... 0 2

0 0 ... 0 2

nB 

    
     


     

    

  . 

Очевидно, что и другие угловые миноры, порядок m  которых 
удовлетворяет условию 3 1,m n    имеют аналогичный вид. 

Если разложить минор порядка ,m  обозначаемый через mB  по 

первому столбцу, и положить 0 11, 0,B B   то получим сле-

дующее соотношение: 

   2
1 22 , 1, 2, ...m m mB B B m                      (150) 

Решим разностное уравнение (150) с использованием корней 
характеристического уравнения 

  2 22 0.x x                                   (151) 
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Уравнение (151) имеет два действительных корня 

 2
1

1
4 2 ,

2
x             2

2
1

4 2 .
2

x          

Следовательно, разностное уравнение (150) имеет следующее 
решение  

 2
1

( 1)
4 2

2

m m

m m
B C


         

 +   2
2

1
4 2 , 1, 2, ...

2

m

m
C m                       (152) 

Для определения неизвестных констант 1C  и 2C  непосредст-

венно вычислим определители первого и второго порядков, кото-
рые будут равны 

 1 2 ,B       2 2
2 3 4B      . 

Подставив их значения в формулу (152), получим следующую 
систему линейных уравнений относительно 1C  и 2C  

      

      

2 2
1 2

2 2
2 2 2 2

1 2

4 2 4 2 2 2

4 2 4 2 4 3 4 .

C C

C C

                  


                   


  

 

 

Эта система уравнений имеет следующее решение 

2

1
2

4 2

2 4
C

      


  
, 

 2

2 2

4 2

2 4
C

     


  
. 

Подставив выражения для 1C  и 2C  в (152), получим 

  1
2

1 2

1
(( 1) 4 2

2 4

m
m

m
m

B



        

  
  

    1
24 2 , 1, 2, ....

m

m
         


                  (153) 

Так как по условию задачи 0   и 0,   то несложно заме-

тить, что 0mB   при нечетных значениях m  и 0mB   при чет-

ных. Следовательно, все угловые миноры матрицы A  кроме по-
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следнего (определителя матрицы A ) удовлетворяют критерию 
Сильвестра.  

Перейдем к изучению определителя матрицы .A  Как следует 
из постановки задачи, естественно предположить, что размер-
ность матрицы A  не меньше 4. Разложив определитель A  по 
первому столбцу, получим 

 
 

 

 

1

0 0 ... 0

2 0 ... 0

0 2 ... 02

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 2

n nA B 

 
     

          

    

 

   + 

 
 

 

1

0 0 ... 0

2 0 0 ... 0

2 0 ... 0( 1)

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 2

n

 
    
        

     

 

     

  2 1 1 2 1 2
1 2 22 ( 1) ( 1) ( 1)n n n n n

n n nB B B  
                   

  2
1 22 2 2( 1)n n

n nB B           . 

Итак, мы получили следующее соотношение 

  2
1 22 2 2( 1) , 4, 5,....n n

n n nA B B n                      (154) 

Учитывая (150), соотношение (154) можно переписать сле-
дующим образом 

 2
2 2( 1) , 4, 5,....n n

n n nA B B n                        (155) 

Подставив в правую часть (155) вместо nB  и 2nB   соответ-

ствующие выражения из (153) и сгруппировав слагаемые, полу-
чим 
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     
1 2

1
2 22 2 2

1

2 4

1
4 2 1 4 2

4

n
n

n
n

A





 
  

                   

 

     2 1
2 2 21

4 2 4 2
4

2( 1) , 4, 5,...

n

n n n

                      
      

 

После несложных преобразований данное выражение можно 
привести к следующему виду  

   2 2 21
4 2 ( 1) 4 2

2

2( 1) , 4, 5,....

n n
n

n n

n n

A

n

                    
       

(156)  

Для всех 0   и 0   правая часть соотношения (156) явля-
ется непрерывной функцией от переменных   и .  Обозначим 

данную функцию через  , .g    Вычислим производную функ-

ции  ,g    по переменной   

    1
2 2

2

, 1 2
4 2 1 ( 1)

2 4

n
n

n

g
n


                     

 
  

   1
2

2

2
4 2 1 , 4, 5,....

4

n

n n
    

         
    

      

Несложно заметить, что  

 ,
0 при четных

g
n

  



 

    

и  

 ,
0

g  



 

 при нечетных. 

Кроме того  

 , 0g     при 0  . 
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Таким образом, для произвольных 0   и 0   функция 

 ,g    принимает положительные значения при четных n  и от-

рицательные значения при нечетных. Это означает, что опреде-
литель матрицы A  (угловой минор наиболее высокого порядка) 
принимает отрицательные значения, если размерность матрицы 
A  нечетная и положительные значения в случае четной размер-
ности. Ранее было показано, что для произвольных 0  , 0   
все угловые миноры матрицы A  меньшего порядка удовлетво-
ряют критерию Сильвестра отрицательной определенности квад-
ратичной формы, заданной матрицей .A  ■ 

Доказательство теоремы 3 (параграф 2.3). Рассмотрим пер-
вую компоненту решения системы дифференциальных уравнений 

(37)–(39), т.е. функцию  0 . .z  Данная функция является либо ог-

раниченной, либо неограниченной. Предположим, что она явля-
ется неограниченной сверху. Тогда существует последователь-

ность  nt   такая, что  

 0lim n
n

z t


   и  0lim 0.n
n

z t


  

Тогда из уравнения (37) и, в частности, из определения функ-

ции  0 .  следует, что 

 1lim n
n

z t


   и  1lim 0,n
n

z t


  

а также выполняется неравенство 

    1 0lim 0.n n
n

z t z t


                                (157) 

Из неравенства (157) и первого уравнения системы диффе-
ренциальных уравнений (38) также следует, что  

 2lim n
n

z t


   и  2lim 0,n
n

z t


  

и выполняется неравенство 

   2 1lim 0n n
n

z t z t


     . 

Действуя по индукции, получим, что 

  1lim m n
n

z t


   и  1lim 0,m n
n

z t


                  (158) 
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и выполняется неравенство 

    1lim 0.m n m n
n

z t z t


                               (159) 

Из соотношений (158)–(159) следует, что левая часть уравне-
ния (39) положительна, а правая – отрицательна. Данное проти-
воречие связано с предположением о неограниченности функции 

 0 .z  сверху. Таким образом, функция  0 .z  не может быть неог-

раниченной сверху. Точно так же можно показать, что она не мо-

жет быть неограниченной снизу. Итак, функция  0 .z  является 

ограниченной.  
Докажем, что остальные компоненты решения системы диф-

ференциальных уравнений (37)–(39) также будут ограниченными. 

Начнем с функции  1 . .z  Предположим, что данная функция яв-

ляется неограниченной сверху. Тогда существует последователь-

ность  'nt   такая, что  

 1lim 'n
n

z t


   и  1lim ' 0.n
n

z t


  

Далее, повторяя рассуждения, проведенные при доказательст-

ве ограниченности функции  0 . ,z  можно показать, что имеют 

место соотношения (158) и (159), где последовательность  nt  

будет заменена последовательностью  'nt . Следовательно, для 

выбранной последовательности  'nt  левая часть дифференци-

ального уравнения (39) будет положительной, а правая – отрица-
тельной. Данное противоречие связано с предположением о неог-

раниченности функции  1 .z  сверху. Таким образом, функция 

 1 .z  также не может быть неограниченной сверху. Точно так же 

можно показать, что она не может быть неограниченной снизу. 
Методом индукции, пользуясь системой дифференциальных 
уравнений (38)–(39) можно показать ограниченность функций 

 . , 2, 3, ..., 1.iz i m      ■ 
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Доказательство теоремы 4 (параграф 3.3). Найдем общее 
решение системы (108)–(110). Начнем с последнего уравнения, 
которое содержит одну переменную ( 1).mz   Перепишем его в сле-

дующем виде  

      1 1 .m mz t az t a                              (160) 

Несложно проверить, что линейное уравнение (160) имеет 
следующее общее решение 

  1 11 at
m mz t c e 


  


.                          (161) 

Подставляя выражение для 1mz   из (161) в предпоследнее 

уравнение системы (108)–(110), найдем его общее решение. Оно 
имеет следующий вид 

    11 .at
m m mz t e ac t c




    


                (162) 

Аналогичным образом найдем общие решения всех осталь-
ных уравнений системы (108)–(110) кроме начального:  

   1 2
1 11

2
mat

m m m
ac

z t e t c t c
 

         
;  

 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …  

    
1 1

2 11
1 !

mat k k
m k m

ac
z t e t c t c t c

k
 



  
         

;     (163) 

 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …… … … … 

   1 1
1 2 11

!
mat m m

m
ac

z t e t c t c t c
m

           
.  

Из (162) и (163) следует, что 

 lim 1 , 1, 2, , .i
t

z t i m



   


   

Перейдем к решению первого уравнения системы (108)–(110). 
Перепишем его в следующем виде 

 
      

         
1 0 0

0
0 1 0 0

1 , если 1 , , ,

1 1 , если 1 , , .

a a z t z t t t
z t

a z t a z t z t t t

       
      

    

      
 (164) 



152 

Рассмотрим следующие два уравнения  

       0 11 , , ,z t a a z t t t                                (165) 

          0 0 11 1 , , ,z t a z t a z t t t                   (166) 

где 0.t t  

Используя выражение для  1z t  из (163), получим решение 

уравнений (165) и (166). Их можно представить следующим обра-
зом 

     0 1 ,oz t a t F t c       

где                        1 1, , lim 0,
t

F t С t F t


                          (167) 

   0 21z t F t    , 

где                              2 2, , lim 0
t

F t С t F t


                        (168) 

Эти решения позволяют исследовать асимптотическое пове-
дение решения уравнения (164). Несложно увидеть, что при     

асимптотика решения уравнения (164) определяется соотношени-

ем (168), т.е.  0lim 1 .
t

z t


    При     асимптотика решение 

уравнения (164) определяется соотношением (167), т.е.  0 .z  ли-

нейно убывает и  0lim .
t

z t


   При     асимптотика решение 

уравнения (164) в зависимости от начальных условий может оп-
ределяться как соотношением (167) так и соотношением (168), 

т.е. либо  0 0lim ,
t

z t с


  где 0 1с     либо  0lim 1 .
t

z t


   ■ 

Доказательство леммы 8 (параграф 3.3). Начнем с рассмот-
рения последней компоненты решения системы (108)–(110), т.е. 

 1 . .mz   Она имеет вид (161), где 1mс   определяется из условия 

0
1 1,1 at

m mc e z
 


  


 где 10 1,mz    

т.е. 

 0
1 1) ,( 1 at

m mc z e 


  


 где 10 1.mz                   (169) 
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Из (169) следует 

0 0
1( 1) at at

me c e 


 
  

 
. 

Использую оценку для 1mc   и выражение (161), получим 

оценку для  1 . .mz   

Она примет следующий вид  

      0 0
11 1 1 1 .at at at at

me e z t e e   


          
         (170) 

Из (170) следует, что для всех     имеет место неравенство 

    1 00 1, ,mz t t t    .                         (171) 

Покажем, что и для остальных компонент решения системы 
(108)–(110) выполняется неравенства, аналогичные неравенству 

(171). Начнем с компоненты  . .mz  Для этого рассмотрим урав-

нение (109) для :i m  

        1 0, , .m m mz t a z t z t t t        

Покажем, что функция  .mz  не может принять значение 

большее 1. Действительно, в противном случае в силу непрерыв-

ности функции  .mz  должна быть точка *
0t t , такая что 

 * 1mz t  . Тогда из (171) следует, что  * 0.mz t    Точно также 

функция  .mz  не может принять значение меньшее 0. Таким об-

разом, доказано, что для всех     функция  .mz  также удовле-

творяет неравенству, аналогичному неравенству (171). Точно 
также доказывается выполнимость всех остальных неравенств. ■ 

Доказательство леммы 9 (параграф 3.3). Как и для осталь-

ных компонент покажем, что функция  0 .z  не может принять 

значение большее 1. Действительно, в противном случае в силу 

непрерывности функции  0 .z  должна быть точка **
0t t , такая 

что  **
0 1.z t   Тогда из (108) следует, что 
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    ** **
0 1 1 ,z t a z t      

т.е. согласно лемме 8,  **
0 0.z t    

Перейдем к оценке функции  0 .z  снизу. Для этого исследуем 

поведение ее производной при  0 . 0z   . Согласно (108), оно 

описывается уравнением 

     0 11 .z t a z t      

Исследуем неравенство 

  11 0.z t     

Перепишем его в виде 

  1 1z t


 


.                                     (172)  

Согласно лемме 1, для произвольных 0,    удовлетво-

ряющих условию 1     выполнятся неравенство  

    1 00 1, , .z t t t                                 (173) 

Из (173) следует, что для произвольного  , удовлетворяюще-

го условию 1     существует  ,   1     такое, что при лю-

бом значении параметра   из отрезка ,     неравенство (172) 

будет выполняться для всех  0 , ,t t   т.е.  0 0z t   при 

 0 0z t   , что показывает ограниченность функции  0 .z  снизу 

значением 0. Очевидно, что   зависит как от ,  так и от началь-

ных условий, поэтому обозначим его 
       0 0 1 0 1 0, , , ..., mz t z t z t      .■ 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Данная монография посвящена проблеме организации желез-
нодорожных грузоперевозок. В ней проведено исследование ряда 
динамических моделей организации железнодорожных грузовых 
перевозок. Приведем основные его результаты: 

1. Предложен новый способ построения динамических моде-
лей организации железнодорожных грузоперевозок, основанный 
на взаимодействии соседних станций, в результате которого 
формируется грузопоток. Интенсивность такого потока зависит 
как от характеристик станций, так и от спроса на грузоперевозки. 
В зависимости от характера спроса используется тот или иной 
подход к организации грузоперевозок. В случае стабильно высо-
кого спроса на грузоперевозки основной задачей является ис-
пользование технических возможностей станций в полном объе-
ме. Это сопряжено с их высокой загрузкой и как следствие 
вероятностью возникновения перебоев в системе грузоперевозок. 
Таким образом первый подход реализует принцип максимальной 
загрузки станций с возможностью реагирования на предельно 
допустимый ее уровень. Такой подход предполагает наличие 
специальных зон, куда временно отправляется часть грузов со 
станций, на которых загрузка превышает предельно допустимую, 
и системы контроля, обеспечивающей вывод грузов с указанных 
зон. При отсутствии стабильно высокого спроса на грузоперевоз-
ки нет необходимости задействовать потенциал станций в полной 
мере. В этом случае важно описать динамику грузопотока в зави-
симости от потенциала станций и спроса на перевозки. Разрабо-
таны два класса моделей, описывающих процесс организации 
грузоперевозок в зависимости от характера спроса на них. 

2. Построены и исследованы модели, описывающие процесс 
грузоперевозок в случае стабильно высокого спроса на них (пер-
вый класс моделей). Они представлены системой дифференци-
альных уравнений с нелокальными линейными ограничениями. 
Дифференциальные уравнения описывают процесс загрузки 
станций, сопровождающийся увеличением грузопотока, а нели-
нейные ограничения – систему контроля. Структура дифферен-
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циальных уравнений определяется конфигурацией железнодо-
рожной сети.  

Организация эффективного грузопотока в условиях стабильно 
высокого спроса на грузоперевозки в рамках первой конфигура-
ции железнодорожной сети (транснациональные перевозки) во 
многом зависит от правильной организации процесса взаимодей-
ствия промежуточных станций. Поэтому, в модели описывающей 
процесс организации грузоперевозок в рамках указанной конфи-
гурации сети, узловые станции не присутствуют, и их влияние на 
систему грузоперевозок не учитывается, а сама модель описыва-
ется бесконечномерной системой дифференциальных уравнений 
с нелокальными линейными ограничениями. В рамках такой мо-
дели однозначно определяется режим грузоперевозок, удовлетво-
ряющий заданной системе контроля и обеспечивающий беспере-
бойный грузопоток.  

Организации грузоперевозок в рамках второй конфигурации 
железнодорожной сети (замкнутая цепочка станций) характерна 
наличием глобально устойчивого режима грузоперевозок, позво-
ляющего использовать потенциал всех станций в полном объеме.  

При организации грузоперевозок в рамках третьей конфигура-
ции железнодорожной сети (участок железнодорожной линии ме-
жду узловыми станциями) одинаково важны как процедура взаи-
модействия промежуточных станций, так и процедуры, связанные 
с приемом грузов на начальной узловой станции и отправкой гру-
зов с конечной узловой станции. Поэтому, модели, описывающие 
процесс организации грузоперевозок в рамках данной конфигура-
ции сети, строятся с учетом влияния узловых станций на систему 
грузоперевозок и описываются конечномерной системой диффе-
ренциальных уравнений, удовлетворяющей нелокальным линей-
ным ограничениям, задающим систему контроля.  

Класс решений такой системы крайне узок, что приводит к не-
обходимости корректировки либо технологий грузоперевозок, ли-
бо системы контроля. В первом случае такая корректировка доста-
точна только на узловых станциях. Она заключается в том, чтобы, 
управляя интенсивностью приема грузов на начальной узловой 
станции и интенсивностью отправки грузов с конечной узловой 
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станции, добиться организации грузопотока с указанной системой 
контроля. Такая организация грузопотока связана со скачкообраз-
ными изменениями числа задействованных путей на станциях. 
Описана зависимость указанных скачков от характеристик стан-
ций, интенсивности подачи грузов на начальную узловую станцию 
и интенсивности распределения грузов с конечной узловой стан-
ции. Корректировка системы контроля заключается в ее ослабле-
нии, т.е. в допущении малых отклонений. Исследована зависи-
мость указанных отклонений от характеристик станций, 
интенсивности подачи грузов на начальную узловую станцию и 
интенсивности распределения грузов с конечной узловой станции.  

3. Построены и исследованы модели, описывающие процесс 
грузоперевозок в случае отсутствия стабильно высокого спроса 
на грузоперевозки (второй класс моделей). Они представлены 
системой дифференциальных уравнений с рядом параметров, ха-
рактеризующих спрос на перевозки и технические потенциалы 
станций. Эти уравнения определяют динамику грузопотока, зави-
сящую от указанных параметров. Отличительной особенностью 
указанной системы дифференциальных уравнений является мно-
жественность стационарных решений. Данный класс моделей 
описывает грузопоток для двух конфигураций участков железно-
дорожной сети: замкнутая цепочка станций и участок железной 
дороги между двумя узловыми станциями.  

В первом случае определен установившийся уровень грузопо-
тока при заданных правилах взаимодействия станций, а также вы-
явлена его зависимость от потенциала станций. Во втором случае 
грузопоток формируется поступившими на начальную узловую 
станцию грузами с учетом технического потенциала станций. Ос-
новной характеристикой произвольной станции является степень 
несогласованности между приемом и отправкой грузов, представ-
ляющая собой разницу между объемом входных и выходных гру-
зов за единицу времени. Для заданного значения характеристики 
спроса на грузоперевозки с помощью управления степенью ис-
пользования технического потенциала станций и режима распре-
деления грузов с конечной узловой станции установлены наиболее 
приемлемые достижимые уровни степени несогласованности меж-
ду приемом и отправкой грузов на всех станциях. 
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