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ОТ РЕДАКЦИИ 

Предлагаемый читателям сборник включает некоторые результаты иссле-

дований, обсуждавшихся на семинарах лаборатории математической социологии 

ЦЭМИ РАН. Несмотря на определённую тематическую «разношёрстность», пуб-

ликуемые работы объединяет их ориентированность на активное использование 

математических и компьютерных моделей, а также стремление расширить рамки 

классических подходов к изучению экономического равновесия.  

В частности, в статье Ю.Н. Гаврильца и И.В. Таракановой с помощью ком-

пьютерного моделирования исследуется системное, т.е. комплексное влияние фак-

та приватизации на состояние всех субъектов экономики и на поведение экономи-

ческой системы в целом. При этом делается попытка проследить групповые оценки 

общества на приватизацию. 

В работе И.В. Таракановой социально-оправданное равновесие, понимае-

мое в утилитаристском смысле или по Роулзу, анализируется с помощью достаточ-

но простых процедур корректировок налогов. На компьютерных моделях показаны 

возможности выхода экономики в оптимальное состояние с помощью регулируе-

мых рыночных механизмов. 

В статье В.В. Лебедева и К.В. Лебедева обсуждаются непрерывный и дис-

кретный варианты трёхмерной динамической макроэкономической модели кратко-

срочного прогнозирования, которая отражает взаимозависимость рынка товаров и 

услуг и рынка денег. При построении модели частично использованы гипотезы 

стационарной кейнсианской модели IS–LM. Модель имеет бесчисленное множе-

ство равновесных решений, которым соответствует в фазовом пространстве линия 

пересечения поверхностей. Рассмотрен простейший вариант модели, в котором 

уравнение задаёт в фазовом пространстве плоскость, а уравнение – гиперболиче-

ский параболоид. Модель допускает, в зависимости от значений параметров, раз-

нообразные динамические режимы: движение к равновесной точке, цикличность, 

сложное апериодическое поведение и детерминированный хаос.  

В работе С.А. Никитина Рассматриваются модели производства и распре-

деления общественных благ, основываясь на понятиях: Парето-оптимальность, 

равновесие Линдаля, ядро. Проведен аналитический обзор работ, посвященных со-

зданию экономически эффективного механизма распределения и проверке их жиз-

неспособности экспериментальным путем. 
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Ю.Н. Гаврилец, И.В. Тараканова  

МОДЕЛЬ ПРИВАТИЗАЦИИ  

В УСЛОВИЯХ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ:  
ОПЫТ КОМПЬЮТЕРНОГО АНАЛИЗА 

В терминах подхода Эрроу–Дебре рассматривается компьютерная модель 
экономики и рассчитываются следствия приватизации и налоговых нагрузок на 
частную собственность на эффективность производства и социальную удовле-
творенность. Выявлены возможности анализа существенных и разнонаправлен-
ных влияний экономической политики (налог на прибыль, на доходы групп, вид 
приватизации) на значения различных показателей равновесия. 

The computer model of the economy is considered in terms of Arrow–Debreu 
approach and calculated the influence of privatization and private ownership tax on 
production efficiency and social satisfaction. Opportunities of analysis significant and 
different effects of economic policy (tax on profit, income groups, type of privatiza-
tion) on the values of the different equilibrium indicators are identified. 

 

Несмотря на общепринятые взгляды современных экономистов о частнока-

питалистическом характере народного хозяйства, преимущество какой-либо одной 

формы собственности не может считаться доказанным. Количество публикаций, 

посвящённых приватизации и национализации в разных странах, насчитывает де-

сятки и сотни и продолжает увеличиваться каждый год. О различных взглядах по 

поводу эффективности частной и государственной собственности особенно по-

дробно говорится в работе [2, 3]. Эти работы в основном носят либо общий по-

литэкономический характер, либо характер эконометрического анализа по данным 

различных стран, в которых проводились приватизация или национализация. При 

этом их географические, политические, социальные и другие особенности не все-

гда учитываются, хотя именно они могут играть определяющую роль. 

Заметим, что об этической и социальной стороне проблемы говорится го-

раздо меньше. В ряде работ говорится о социальной ответственности бизнеса, о 

склонности к альтруизму [10, 11], но совсем не затрагивается тема социально-

психологической удовлетворенности собственника фактом обладания или тема от-

ношения населения к имеющейся структуре собственности – что весьма важно для 

социальных отношений в российском социуме. На наш взгляд, уже из самого факта 

отсутствия чисто экономического преимущества какого-либо вида собственности 

элементарно следует, что выбор делается на каких-то других основаниях. Впрочем, 

эта социально-политическая проблема выходит за рамки нашей узко ориентиро-

ванной задачи. 
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В данной работе авторы специально предельно упростили рассматривае-

мую проблему, чтобы с помощью условных компьютерных «прогонок» выявить 

возможности подхода к анализу отдельных аспектов влияния приватизированных 

производств на экономическое равновесие. В терминах подхода Эрроу–Дебре рас-

сматривается несколько простых моделей с нарастанием в них роли частной соб-

ственности и восприятия этого факта со стороны социальных групп общества. На 

компьютерных моделях (аналогично работам авторов [10, 11]) некоторой вирту-

альной экономической реальности рассчитываются следствия приватизации и 

налоговых нагрузок на частную собственность, эффективность производства и со-

циальную удовлетворенность. Отметим, что рассматриваемая виртуальная реаль-

ность отличается от действительности не только предельным упрощением, но и 

полным игнорированием таких важнейших факторов нынешней экономической 

жизни, как финансовые рынки, курсы валют и всего того, что связано с междуна-

родным разделением труда и глобализацией. 

В ситуации отсутствия реальных статистических данных, по которым мож-

но было бы сравнивать различные варианты приватизации, налоговой политики, 

социальной и экономической эффективности, нам ничего не остаётся, как «проиг-

рывать на компьютере» различные варианты виртуальной реальности и получать 

некоторые качественные представления о возможностях и следствиях приватиза-

ции. Наш метод анализа является непосредственным экономико-математическим 

моделированием на условных, искусственных данных – в соответствии с извест-

ными представлениями об экономике. В отсутствии желательных статистических 

данных компьютерные эксперименты как бы увеличивают наши возможности 

наблюдений – правда, за счёт виртуальной реальности.  

ПРОСТЕЙШАЯ МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  

С ИЗВЕСТНЫМИ ПРАВИЛАМИ ФОРМИРОВАНИЯ НАЛОГОВ, ДОХОДОВ  

И ПОТРЕБЛЕНИЯ НАСЕЛЕНИЯ 

Для начала анализа рассмотрим простую двухотраслевую экономику, в ко-

торой три группы населения создают и потребляют один и тот же продукт, уплачи-

вая налоги, определяемые как доля от заработка. Производственные фонды при-

надлежат государству, которое распределяет их с целью максимизации функции 

общественного благосостояния. Прибыль отраслей, как и налоги, идёт на удовле-

творение фиксированного объема «общегосударственных» потребностей.  
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Равновесие определяется как набор ценовых параметров, интенсивностей 

труда и потребления, удовлетворяющих балансовым ограничениям и максимизи-

рующих прибыли и функции полезности. 

Используются следующие показатели (параметры и переменные): 

1y  и 2y  – выпуски отраслей; 

1x , 2x , 3x  – объемы потребления групп; 

a – объем общественного потребления; 

Ф – общий объем используемого капитала; 

1 2,   – производственные фонды, используемые в первой и второй отрас-

лях; 

1 2,l l  – интенсивность труда «простых» наёмных работников в отраслях; 

3l   интенсивность труда «менеджеров-управленцев» во второй отрасли; 

iD  – налоги на доход i-й группы. 

Выпуски отраслей описываются функциями Кобба–Дугласа: 
1 1

1 1 1 1y A l     , 2 3 2
2 2 2 3 2y A l l      .  (1) 

Натуральный баланс производства и потребления 

1 2 1 2 3y y x x x a     .  (2) 

Баланс производственных фондов  

Ф1 + Ф2 = Ф.  (3) 

Поведение домохозяйств (населения):  

ln( ) ln( ) maxi i i i iu x b T l      при i i i ip x q l D    .  (4) 

Поведение отраслей производства 

1 1 1 1 1 maxp y q l r        , 2 2 2 2 3 3 2 maxp y q l q l r          .  (5) 

По предположению нашей модели размеры налогов должны удовлетворять 

условию: 

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )D D D        ,  (6) 

где i   предельные полезности доходов из соотношения (3), а коэффициенты i   

соизмеряют полезности групп функции общественного благосостояния утилита-

ристской формы, которая соответствует данному равновесию.  

Стоимостной баланс, называемый обычно законом Вальраса, имеет вид:  

1 2i
i

D p a     .  (7)  

Для равновесных значений должны выполняться соотношения, вытекаю-

щие из условий Куна–Таккера для всех максимизаций (4)–(5): 
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1
i

i

p
x
  ;  

i
i i

i i

b
q

T l
 


; 

1
1 1

1

y
p q

l
   ; 

2
2 2

2

y
p q

l
   ; 

2
3 3

3

y
p q

l
   ; 

1 2
1 2

1 2

y y
p r p     

 
. 

Компьютерные расчёты проводились для случая, когда производственные 

функции уi (1) и функции полезности ui (3) имели простейшую форму функций ти-

па Кобба–Дугласа. 

Параметры модели задавались следующим образом: 

A1 = 10, A2 = 7, T1 = 10, T2 = T3 = 5,   = 10, a = 20, b1 = 3, b2 = 0,63, b3 = 0,9,  

1 0,43  , 2 0,1  , 3 0,32  , 1 0,3  , 2 0,431  , 1 2  , 2 3  , 3 4  .  

Для нахождения равновесия данной экономики конкретизирующее правило 

поведения участников (4) указывает, как формируются налоги на расходы. Соглас-

но теории общественного благосостояния данная модель обладает равновесием, 

которое Парето-оптимально. Выбрав λi, мы нашли равновесие (см. табл. 1). 

 Таблица 1  
p q1 q2 q3 r l1 l2 l3 Φ1 Φ2 x1 x2 x3 y1 y2 D1 D2 D3 Π1 Π2 

0,35 0,97 0,5 1,2 0,45 3,8 1,4 1,9  7 5,7 11,4 8,5 24,8 20,8 1,7 –2,3 –4,8 4,9 4,2

  

Из этой таблицы видно, что выпуск продукции первой отрасли превосходит 

выпуск второй, потребление максимально у третьей группы населения, интенсив-

ность труда также максимальна у третьей группы, впрочем, сопоставлять эти ин-

тенсивности напрямую нельзя, так как их величины зависят от вида функций по-

лезности и отраслей производства. Данные равновесия соответствуют случаю, ко-

гда все государственные расходы в соответствии с законом Вальраса покрываются 

суммарной прибылью двух отраслей и налогами на потребление (7). 

Это равновесие модели 1 будет служить базой для дальнейшего рассмотре-

ния возможностей приватизации одной из двух отраслей. 



9 

МОДЕЛЬ ЭКОНОМИКИ С ПРИВАТИЗИРОВАННОЙ ОТРАСЛЬЮ 

Будем предполагать, что первая отрасль остается неприватизированной, а 

вторая приватизируется в том смысле, что фонды 2  арендуются третьей социаль-

ной группой («менеджеров»), которая становится собственником, нанимает работ-

ников второй социальной группы и участвует в управлении отраслью своим тру-

дом с интенсивностью 3l , определяемой согласно её предпочтениям, не зависящи-

ми от рынка. В государственном управлении остаётся часть фондов, равная Ф–Ф2. 

В данной модели прибыль первой отрасли полностью идет на государственное по-

требление. Занятые в этой отрасли получают зарплату согласно рыночной оценке 

1q  их труда, как и наемные работники второй социальной группы (рыночной оцен-

ки их труда 2q ), занятые во второй отрасли. И те, и другие облагаются налогом по 

предыдущей схеме так, чтобы выполнялось условие λ1·β1(D1)= λ2·β2(D2). 

Работники – «управленцы-собственники», занятые во второй отрасли, рас-

поряжаются её прибылью, оплачивая налог на прибыль   и налог на потребле-

ние  . Прибыль П2, кроме оплаты за использование производственных фондов 2 , 

учитывает только затраты труда 2l , в то время как затраты труда собственника 3l  

(также влияющие на выпуск продукта) не учитываются рынком труда, а определя-

ются только предпочтениями управленцев. 

В результате бюджетное ограничение на потребление управленцев приоб-

ретает вид  

3 2 3p x p x       ;  (8) 

2 2 2 2 2p y q l r       .  (9) 

Стоимостной баланс для всей экономической системы имеет стандартную 

форму:  

П1 + П2·(1 – ν) + D1 + D2 + D3 = p·a. 

Для вычисления значений показателей равновесия в модели с приватизаци-

ей необходимо решить задачи Лагранжа аналогично предыдущему случаю. Отли-

чие в том, что функция полезности третьей социальной группы зависит теперь от 

размера собственности Ф2, полезность которой сопоставима с полезностью потреб-

ления с помощью коэффициента B: 

u3 = ln x3 + b3·ln(T3 – l3) + B·ln Ф2. 

Кроме того, доходом группы является прибыль, облагаемая налогом (1 – ν). 

Поэтому бюджетное ограничение имеет вид 

p·x3 = П2·ν – D3, где D3 = μ·p·x3.  
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Функция Лагранжа для максимизации полезности собственника имеет вид  

L = ln x3 + b3·ln (T3 – l3) + B·ln Ф2 + γ·(П2·ν – (1 – μ)·p·x3),  

где γ – предельная полезность дохода. 

Условия Куна–Таккера имеют вид: 

1. 
 3
1

1
x

p


    
. 

2. 2 2 2

2 2 2

b y
p

T l l


    


,  

откуда  32
2 2 2 2 3 2 2 2b l p A l l T l           . 

3. 3 2 3

3 3 3

b y
p

T l l


    


,  

откуда  32
3 3 2 2 3 3 3 3b l p A l l T l            . 

4. 2 2

2 2

0
B p y

r
          

,  2 2 2 0B p y r         . 

Получаем также 

2 2
2

2

0
p y

q
l

       
 

, 
3 2 2

1

1
2 3 2

2
2

2p A l
l

q

      
  
 

. 

Решив эти уравнения, находим величины всех показателей равновесия. 

В табл. 2 приведены результаты расчётов для случая, когда у собственника отсут-

ствует психологическая удовлетворённость от обладания собственностью (В = 0). 

По этой таблице можно проследить, как меняется состояние равновесия при изме-

нении налогов μ и (1 – ν). 

Нетрудно убедиться, что равновесие (1)–(5) с приватизированной отраслью 

не может быть Парето-оптимальным. Действительно, если бы равновесные значе-

ния x3
*, l3

* совпадали с Парето-оптимальными значениями x3
0, l3

0 при каких-то λi, 

входящих в максимизируемую функцию общественного благосостояния W = Σλi·ui, 

то для переменных собственника выполнялись бы соотношения:  

– из максимума W:  

03
3

3

u
p

x


  


; 03 2

3
3 3

u y
p

l l

 
   

 
. 

– из максимизации функции полезности u3 в равновесии: 

 *3

3

1
u

p
x


     


; *3 2

3 3

u y
p

l l

 
    

 
. 
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Сравнивая эти производные, получаем: 

 
0

3 * 1

p

p
 

    
, 

0

3 *

p

p
 

  
. 

Это означает, что совпадение с оптимумом возможно лишь при равенстве 

ν = 1 + μ, а это возможно только при μ = 0, т.е. налог на потребление собственника 

отсутствует, а прибыль второй отрасли полностью поступает в его распоряжение. 

Таблица 2 (её части L01, L02, L03) 

 

 

 
 

Из табл. 2 видно, что с ростом только одного показателя – налога на при-

быль – все показатели равновесия начинают разнонаправлено меняться. Во-первых, 

равновесные цены на продукт и капитал убывают, причем более сильно меняется 

стоимость фондов. Во-вторых, прибыль падает у обеих отраслей, у приватизиро-

ванной – чрезвычайно сильно. В-третьих, потребление собственника убывает, в то 

время как величины используемых арендуемых фондов возрастают. 
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Для случая В = 0 и μ = 15% влияние налога на прибыль прослеживается до-

вольно явно: 
Налог на прибыль 10℅ 20℅ 30℅ 40℅ 
Потребление собственника 6,4 5,9 5,0 4,3 
Уровень цен 0,467 0,462 0,457 0,452 
Оценка фондов 0,744 0,732 0,721 0,709 
Прибыль госпредприятий 3,54 3,47 3,39 3,32 
Приобретенные фонды 4,711 4,741 4,771 4,802 
Прибыль приватизированной отрасли 0,38 0,76 1,12 1,48 

 

Можно также заметить, что с ростом налога на потребление объем аренду-

емых фондов растет при неизменном налоге на прибыль. По рассчитанным табли-

цам можно проследить последствия изменения этих двух налогов. Влияние их на 

уровень приватизации (Ф2) выпишем отдельно: 
μ = 15℅ 20℅ 30℅ 

ν = 20℅ Ф2 = 4,741 4,751 4,769 
ν = 30℅ Ф2 = 4,771 4,780 4,796 

 

Третий вариант модели с собственником отличался от предыдущего тем, 

что функция полезности собственника зависела от объема приватизированных 

фондов Ф2. Целью такого расширения модели было: первое – оценить влияние за-

интересованности «собственника» на поведение всей экономической системы, вто-

рое – выявить силу влияния на все показатели налога на прибыль и налога на по-

требление собственника. В табл. 3 приводятся значения основных показателей 

устойчивого равновесия при разных величинах налогов на собственника. 

Из таблицы видно, что величины стоимости (прокатных оценок) фондов 

увеличиваются при всех значениях налогообложения. Этот факт надо отмечать, ко-

гда во время аукциона проявляется действительный интерес (можно ожидать за-

ботливое отношение) приобретателя, а не только размер его кошелька. Однако це-

ны на выпускаемую и потребляемую продукцию почти не меняются, т.е. заинтере-

сованность в собственности на товарный рынок практически не влияет. 
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Таблица 3 

 

 

 
 

Естественным (более или менее) выглядит то, что при наличии у собствен-

ника дополнительного интереса вследствие факта «обладания» его потребление 

убывает, в то время как потребление двух первых групп (трудящихся) возрастает. 

Аналогично этому трудовая активность собственника серьезно возрастает, а трудо-

вая активность «трудящихся» падает в государственной отрасли, но возрастает в 

отрасли, которая приватизирована. Что касается изменения удовлетворенностей 

(значений функций полезности), то у собственника она растет (возможно, за счет 

наличия удовлетворенности от приватизации), у трудящихся первой отрасли – то-

же, а у обычных занятых во второй отрасли – если растет, то очень слабо. Надо 

также сказать, что денежная прибыль в обеих отраслях меняется: уменьшается в 

первой отрасли, но значительно возрастает во второй. 

Совершенно очевидно, что приватизация имеет смысл тогда, когда эффек-

тивность производства существенно возрастает. Нами были проведены дополни-

тельные расчёты с целью выявления совокупного влияния такой «эффективной» 

приватизации на все основные характеристики равновесия.  

Рассмотрим также влияние «эффективного» менеджера (повысившего об-

щую производительность на 5%: А = 7,35) на показатели равновесия. 
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Таблица 4 

 

 
 

В табл. 4 сопоставляются значения показателей состояния равновесной 

экономики для трёх случаев: 1) рассмотренный ранее случай приватизации; 2) слу-

чай, когда приватизация повышает эффективность производства на 5%, 3) случай, 

когда для третьей социальной группы, приватизирующей фонды II отрасли, «факт 

обладания» приносит дополнительное удовлетворение (слагаемое в функции по-

лезности 2ln( )B   ) 10-й столбец. При этом в таблице отражены ситуации различ-

ного налогообложения (от нулевого до пятипроцентного – как для налога на при-

быль  , так и для налога на потребление  ).  

Кроме того, 9-й столбец содержит значения показателей равновесно-

оптимального состояния, максимизирующего функцию общественного благососто-

яния в утилитаристской форме (базовая модель 1). 

Надо отметить, что таблица 3 указывает разнонаправленное влияние роста 

налогов на экономические показатели. Выпуск приватизированной отрасли увели-

чивается, в то время как выпуск первой отрасли убывает. Трудовая активность 

«управленцев» остаётся на постоянном уровне, а у групп «трудящихся» падает. 

Потребление собственника убывает, как при исходной эффективности производ-

ства, так и при её повышении менеджментом. В то же время потребление обеих 

групп трудящихся возрастает. Отметим, что при переходе к эффективному управ-

лению потребление всех групп увеличивается; однако трудовая активность занятых 
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в первой отрасли падает, простые трудящиеся второй отрасли увеличивают актив-

ность, «управленцы» же свою активность не меняют. 

Рост налогов увеличивает удовлетворённость (значения функций полезно-

сти) первых двух групп, но уменьшает её для управленцев. И только заинтересо-

ванность в обладании собственностью увеличивает значение функции полезности 

собственников по сравнению даже с оптимально-равновесным состоянием. Таким 

образом, (в условиях равновесия нашей виртуальной экономики) управленцы будут 

заинтересованы в приватизации, только если они ценят собственность на уровне 

слагаемого в функции полезности 2ln( )B   , а налоги на прибыль и потребление не 

будут превосходить пятипроцентный уровень. 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЫНОЧНОГО РАВНОВЕСИЯ 

Равновесие модели с приватизацией было получено как решение соответ-

ствующей системы алгебраических уравнений, выражающих условия Куна–

Таккера и балансы. Они имеют смысл, если являются стационарным состоянием 

системы дифференциальных уравнений рыночной динамики «спроса–

предложения»: 

   1 1 1 2 2 1 1 2 2 3 2, , , , ( , ) ( , ) ( , )
p

h y p q r y p q r x p q x p q x p q a
t


         

; 

 1
2 1 1 1 1, , ( , , )

q
h l p q r l p q r

t

     
 ; 

 2
3 2 2 2 2, , ( , , )

q
h l p q r l p q r

t

     
 ; 

 4 1 1 2 2, , ( , , )
r

h p q r p q r
t


     

. 

Как показали расчеты собственных значений матрицы Якоби правых частей 

(для точки равновесия) данной системы уравнений, оно устойчиво (собственные 

значения отрицательны): 

B = 0,2,  

3

0,573
0,065

( )
5,371 10
0,023

eigenvals R 

 
 

  
    

;  
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B = 0,  

3

0,416
0,062

( )
4,057 10
0,016

eigenvals R 

 
 

  
    

. 

Это подтверждается визуально на рисунках траекторий выхода рынка в 

стационарную точку. 

Динамика некоторых переменных показана на рисунках: 

      

          

Ниже приведены начальные, равновесные и стационарные (на 4000-м шаге) 

значения основных переменных модели. Отношения ценовых переменных равно-

весия и стационарных постоянны (равны 1,01), так что натуральные показатели 

совпадают полностью. 

0

0

0

0

0,45
1 1,63
2 0,83

0,8

p
q
q
r

   
   

   
       

; 

4000

4000

4000

4000

0,462
1 1,603
2 0,872

0,815

p
q
q
r

   
   

   
       

; 
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0.44
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t
0 400 800
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1.636

q1t

t
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9
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t
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0,467
1 1,619

:
2 0,881

0,823

po
q o
q o
ro

   
   

   
   
   

; 

4000
1,01

po
p

 ; 

4000

1
1,01

1
q o

q
 ; 

4000

2
1,01

2
q o

q
 ; 

4000
1,01ro

r
 . 

МОДЕЛЬ С СОЦИАЛЬНОЙ ОЦЕНКОЙ ХАРАКТЕРА ПРИВАТИЗАЦИИ 

В заключение рассмотрим ситуацию, когда население (все три группы) по-

разному относятся к самому факту наличия частной собственности. В западных 

странах этой проблемы по существу нет, поскольку население давно привыкло к 

смешанной экономике в той или иной степени. В России разные группы по-

разному относятся к приватизации, особенно таких отраслей, которые имеют об-

щегосударственное значение [12].  

Будем предполагать, что каждая группа имеет своё представление о допу-

стимой доле деления всего капитала на частный и государственный. Будем также 

предполагать, что отличие структуры собственности от «желательной» сопоставля-

ется с функцией полезности u(x, l) с коэффициентом γ, так что общая удовлетво-

рённость выражается следующим образом: 

( , )U u x l V    .  

В результате функция общественного благосостояния может представлять-

ся, как: 

1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3W u u u V V V                       ,  

причём  

   2 2
1 1 2 1 11 2 21( , )V         ,  

   2 2
2 1 2 1 12 2 22( , )V         , 

   2 2
3 1 2 1 13 2 23( , )V         ,  

а желаемые группами разбиения всего капитала на части суть: 

Ф11 = 0,8 Ф; Ф21 = 0,2 Ф;  
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Ф12 = 0,1 Ф; Ф22 = 0,9 Ф; 

Ф13 = 0,1 Ф; Ф23 = 0,9 Ф; 

γ1 = 0,04; γ2 = 0,05; γ3 = 0,06. 

Для такого функционала было рассчитано оптимальное состояние эконо-

мической системы аналогично состоянию «базовой модели 1». 

λ-коэффициенты соизмерения полезностей групп («коэффициенты соци-

альной значимости») были рассчитаны (табл. 5) по показателям групповых потреб-

лений в модели с приватизацией (B = 0,2) согласно формулам 

1 1p x   , 2 2p x   , 
 3

3

1

1
 

   
,  

откуда λ1 = 3,375, λ2 = 5,062, λ3 = 2,906. 

Таблица 5 
Показатели состояния 

экономики 
l1 l2 l3 Φ1 Φ2 x1 x2 x3 y1 y2 

Оптимум с приватизацией 
В = 0,2  2,984 1,223 2,791 3 7 7,497 11,245 6,456 22,25 22,95
Оптимум с учётом мне-
ний В = 0,2 2,949 1,243 2,818 2,827 7,173 7,451 11,176 6,417 21,746 23,29
Равновесие В = 0,2 3,289 2,382 2,382 4,394 5,606 7,607 11,411 6,552 16,686 19,56

  

Эти расчёты показывают, что, несмотря на сокращение выпуска у1, у2 в рав-

новесии, потребление групп растёт при росте интенсивности труда первых двух 

групп «трудящихся». Максимальная величина производственных фондов второй 

отрасли достигается при учёте социальных мнений населения, что, по-видимому, 

объясняется малым значением коэффициента γ1 и большими значениями Ф22 и Ф23. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Основным выводом из проведённых вариантов расчёта можно считать 

выявление возможностей анализа существенных и разнонаправленных влияний 

экономической политики (налог на прибыль, на доход, вид приватизации) на зна-

чения показателей равновесия. Так, повышение налога на прибыль одной отрасли 

может приводить к росту или уменьшению выпуска в других отраслях. По-разному 

ведут себя показатели трудовой активности, уровни потребления и т.п. В приве-

дённых таблицах даны значения равновесных показателей, но и для траекторий, 

ещё не вышедших на равновесный уровень, отмеченная разнонаправленность про-

являет себя таким же образом. 

2. На наш взгляд, представляются также важными – для социально-

экономического анализа – возможности субъективной оценки собственности самим 
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предпринимателем в его функции полезности. В работе мы просто сопоставили эту 

оценку с полезностью потребления, но видимо можно это моделировать и другими 

способами.  

3. Что касается допустимой величины налоговой нагрузки на предпринима-

теля, то это обстоятельство, как видим из численных расчётов, проявляется и в 

производственной деятельности отрасли и в уровне социальной удовлетворённости 

собственника. 

4. Модели с приватизацией относятся к типу моделей с экстерналиями. 

В таких моделях равновесие может не совпадать с Парето-оптимальностью, что 

означает, с нашей точки зрения, необходимость существенной корректировки ры-

ночных механизмов со стороны государства. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (грант № 13-06-00389). 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Полтерович В.М. Приватизация и рациональная структура собственности: Ч. I и II // Эконо-
мическая наука современной России. 2012. № 4; 2013. № 1.  

2. Полтерович В.М. Элементы теории реформ. М.: Экономика, 2007. 
3. Полтерович В.М., Попов В.А. Эволюционная теория экономической политики // Вопросы эко-

номики. 2007., № 7. 
4. Мальгинов Г.Н., Радыгин А.Д. Смешанная собственность в корпоративном секторе: эволюция, 

управление, регулирование. М., ИЭПП, 2007. 
5. Рубинштейн А.Я. К теории опекаемых благ: неэффективные и эффективные равновесия // Во-

просы экономики. 2011. № 3. 
6. Frydman R., Gray Ch., Hessel M., Rapaczynski A. When Does Privatization Work? The Impact of 

Private Ownership on Corporate Performance in the Transition Economies // The Quarterly Journal 
of Economics. 1999. Vol. 114. № 4. Nov. Р. 1153–1191. 

7. Chang R., Hevia C., Louisa N. Privatization and Nationalization Cycles. World Bank Police Re-
search. Working Paper, № 5029, 2009. 

8. Villalonga B. Privatization and Efficiency: Differentiating Ownership Effects from Political, Organi-
zational and Dynamic Effects // Journal of Economic Behavior and Organization. 2000. Vol. 42. 

9. Baron D.P. Corporate Social Responsibility and Social Entrepreneurship // J. of Economics and 
Management Strategy. 2007. 

10. Gavrilets Y.N., Tarakanova I.V. Optimality and Equilibrium in a Single-Product Economic Model 
with Collective Good (Computer Experiments) // Montenegrin Journal of Economics. 2013. № 10. 

11. Гаврилец Ю.Н., Стеблюк А.С. Однопродуктовая модель экономического равновесия с филан-
тропией // Экономика и математические методы. 2012. № 2.  

12. Гаврилец Ю.Н., Коваленко Ю.П., Черемных Е.Н. Дифференциация населения России по вос-
приятию социально-экономических преобразований // Экономическая наука современной 
России. 1998. № 3. 

  



20 

И.В. Тараканова 

КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА «НАЩУПЫВАНИЯ» 

ОПТИМАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ  
ПРИ РАЗНЫХ ФОРМАХ ПРЕДПОЧТЕНИЯ НАСЕЛЕНИЯ 

Рассматривается однопродуктовая экономическая система, включающая 
три социальные группы, одна из которых является собственником производства. 
На компьютерных моделях представлены возможности анализа экономического 
равновесия и общей оптимальности при различных представлениях о справед-
ливом согласовании интересов участников рынка. При расчётах использовались 
как функции полезности вида Кобба–Дугласа, так и CES-функции. Социально-
оправданное равновесие, понимаемое в утилитаристском смысле или по Роулзу, 
предложено анализировать с помощью достаточно простых процедур корректи-
ровок налогов. 

A single-product economic system is considered, including three social groups, 
one of which is the owner of production. Results of computer models help to analyze 
an economic equilibrium and a General optimality under various notions of a fair rec-
onciliation of interests of market participants. The calculations used as the utility func-
tion of the form of Cobb–Douglas and CES. Socio-rational equilibrium, understood in 
the utilitarian sense or Rawls, is proposed to analyze using simple adjustments taxes 
procedures. 

 

Оптимальное состояние экономики означает, что все экономические и со-

циальные потребности групп и «общества в целом» удовлетворены в соответствии 

с ресурсными возможностями. Достоинством экономического равновесия является 

то, что при наличии рынка в этом состоянии всем участникам процесса нет необ-

ходимости отклоняться от равновесия. Парето-оптимальность рыночного равнове-

сия означает реализацию максимума некоторой взвешенной суммы всех функций 

полезности участников, которую можно считать функцией общественного благосо-

стояния (ФОБ). Весовые коэффициенты этой функции выражают некоторую фак-

тическую этику согласования интересов. Изменение внешней среды может приво-

дить к новым равновесным состояниям, но не должно изменять принятую в обще-

стве этику согласования, если общество остаётся само собой.  

В работе [1] была предложена процедура вывода рыночного равновесия в 

состояния, являющиеся оптимальными для неменяющейся функции общественного 

благосостояния. Эта процедура может быть обеспечена, если некоторый центр 

(например, правительство) будет управлять распределением налогов на основе ре-

шения некоторой специальной системы алгебраических уравнений, меняющихся в 

каждый момент рыночного процесса. Автор полагает, что, несмотря на рыночный 

мэйнстрим в отечественной экономической теории и практике, проблемы разра-
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ботки и реализации оптимальных путей экономического функционирования при 

наличии рынка – остаются заслуживающими внимания. 

Для выражения ФОБ обычно используются формы линейной комбинации 

функций индивидуальных полезностей (утилитаристский подход) и максиминный 

подход (принцип Роулза). В первом случае максимизируется «общественная по-

лезность», равная общей сумме удовлетворенностей групп (может быть, за счет ка-

ких-либо отдельных групп); во втором случае удовлетворенности максимизируют-

ся одновременно для всех групп (может быть, за счет сдерживания слишком боль-

шой дифференциации), а «общественной полезностью», условно можно считать 

уровень, минимальный для всех. В работе [1] была доказана возможность (для 

определённого класса экономико-математических моделей) получения максимума 

ФОБ специальным методом регулирования налогов-трансфертов в условиях ры-

ночного функционирования. В работах [2, 3] проведены компьютерные расчеты, 

реализующие этот метод на условных моделях. В этих расчетах в качестве индиви-

дуальных полезностей использовались функции Кобба-Дугласа. В данной работе 

указанная процедура применяется в модели с функциями полезности CES (Constant 

Elasticity Sabstitution) [6] и максиминный подход (принцип Роулза). 

1. РАВНОВЕСНО-ОПТИМАЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ МОДЕЛИ 

Рассматривается однопродуктовая экономическая система, включающая 

3 социальные группы потребителей (домохозяйства). Две из них заняты в произ-

водстве первой и второй отрасли, а третья является только собственником всего 

капитала, обеспечивающего её потребление.  

Общий объём фондов Ф и численности социальных групп N1, N2, N3 фикси-

рованы.  

Переменные: xi – потребление i-й группы; li – используемые затраты труда в 

i-й отрасли; Ф – фонды определяют состояние системы. 

Функция полезности первых двух групп зависит от их труда и потребления, 

а третьей группы только от потребления. 

Возможные состояния экономики описываются соотношениями  
2 3

1 1
i i i

i i
y N x a

 
    ;  (1) 

2

1
i

i
   ;  (2) 

Φi, xi, li ≥ 0;  (3) 
1 1

1 1 1 1 1( )y A N l      ; 2 2
2 2 2 2 2( )y A N l      , (4) 
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где yi – отраслевой выпуск; а – фиксированная общественная нагрузка, αi и βi ко-

эффициенты эластичности; Аi – соответствующий нормирующий множитель. 

Будем считать, что экономическая система находится в оптимальном со-

стоянии в смысле максимизации ФОБ:  

i i i
i

W U N   ,  (5) 

где λi – коэффициенты социальной значимости групп.  

Оптимальное состояние экономики максимизирует функцию W при огра-

ничениях (1)–(3). Функция Лагранжа задачи (1)–(5) имеет вид: 
2 3 2

1 1 1
i i i i

i i i
L W p y N x a r

  

                
   
   ,  (6) 

где p и r соответствующие множители Лагранжа, имеющие смысл цены продукта и 

оценки фондов.  

Функция полезности имеет следующий вид: 
1

( , ) (1 ) ( )b b bU x l a x a T l


         ;  (7) 

max U(x, l) можно рассматривать как min g(x, l),  

где  ( , ) (1 ) ( )b bg x l a x a T l         , или 

max ( , ) (1 ) ( )b bu x l a x a T l        .  (8)  

При расчётах будем использовать функции полезности 1-, 2-го участников 

(производителей) в виде (8), 

( , ) (1 ) ( )b bu x l a x a T l        ,  

T – максимально «возможная» (предельная) величина интенсивности труда. 

Функция полезности 3-го участника (владельца фондов): 
3

3( ) bu x const x    .  (9)  

Такой переход мы делаем потому, что в дальнейшем будет использоваться 

специальный метод регулирования рынка с помощью назначения величин налогов, 

влияющих на предельные полезности β доходов потребителей. В случае CES-

функции вида (7) эти предельные полезности не зависят от налогов.  

Действительно: максимизация функции (7) при ценах p и налоге D приво-

дит к: 

1 1 1

1

1 1 1 1 1( , ) (1 ) ( )b b bu x l a x a T l
         ; 

1

d u p
dx

  ; 
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1

1 1 11

(1 )
1

1 1 1 1 1 1 1
1

(1 ) ( )
b

b b bbd u a x a T l a x
dx


             ; 

1

1 1 1

(1 )

1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( )
b

b b bC a a x a T l


          ; 
1

1
1 1

1
b

C

p x  


; 1 1 1 1( )x K T l   ; 

1

1 1
1

(1 )

1
1 1 1 1 1

1
(1 )

b
b b

b x
C a a x a

K





         

  
; 

 
1

1 1

(1 )

1 1 1 1
1

1(1 )

b
b b

C a a a
K


       

; 

 
1

1 1

(1 )

1 1 1 1
1

1 1(1 )

b
b b

a a a
p K


         

. 

При использовании функции полезности в первоначальном виде  не зави-

сит от D. 

В итоге функция общественной полезности для случая трёх участников 

может быть записана как: 

1 1

2 2

3

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 3 3
3

( , ) (1 ) ( )

(1 ) ( ) ;

b b

b b
b

W x l N a x a T l

N a x a T l N
x

 

 

           
             

 

W(x, l) → max,  

где   1 2 3, ,x x x x ,  1 2,l l l .  (10) 

Параметры задачи возьмем произвольно: 

 := 2;  

A1 := 15;   1 := 0,55;  1 := 0,35;  1 + 1 = 0,9;  1 := 15; N1 := 20; 

A2 := 13,2; 2 := 0,56;  2 := 0,34;  2 + 2 = 0,9;  2 := 12;  N2 := 30; 

b1 := 0,5;  T1 := 10; b2 := 0,31; T2 := 9; b3 := 0,9;  3 := 15;  N3 := 2; 

a := 2,5; a1 := 0,4; a2 := 0,3; Ф := 5. 

Искомые p, l1, l2, x1, x2, x3, Φ1, Φ2 удовлетворяют соотношениям Куна–

Таккера:  

    31 21 2

1
1

3 3
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 3 0;

bb
A l N A l N a x N x N N

p

  
                      

  

Ф1 + Ф2 = Ф; 
1 1 2 21 1

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) 0A l N A l N                ;  
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 
1 1 1

1

11 1 1 1
1 1 1 1 11

1 1

(1 )
0

b

a b N
p A l N

T l

   


   
      


; 

 
2 2 2

2

12 2 2 2
2 2 2 2 21

2 2

(1 )
0

b

a b N
l p A l N

T l

   


   
       


; 

1

1 1 1
1
1

0
b

a b
p

x 
 

  ; 

2

2 2 2
1
2

0
b

a b
p

x 
 

  ; 

3

3 3
1

3

0b

b
p

x 

 
  ; 

N1, N2, N3 – численность групп. 

В результате расчётов получаем следующие оптимальные значения иско-

мых переменных:  

p = 0,7016, l1 = 0,6528, l2 = 0,015, Φ1 = 4,78, Φ2 = 0,2197, 

x1 = 2,634, x2 = 1,425, x3 = 6,829. 

Можно определить значения остальных экономических переменных. 

Величины оценки капитала и оплаты труда рассчитываем по формулам: 
2 2 1

2 2 2 2 2( )r A l N p         ,  (11)  

исходя из того, что предельные эффективности фондов в отраслях должны быть 

равны, а оценки труда групп 

1

1 1 1
1 1

1 1

(1 )

( ) b

a b
q

T l 
   




, 
2

2 2 2
2 1

2 2

(1 )

( ) b

a b
q

T l 
   




.  (12) 

должны совпадать с их предельными производительностями. 

В результате имеем следующие оптимальные значения переменных: 

Таблица 1 
p q1 q2 r x1 x2 x3 y1 y2 l1 l2 

0,123 0,234 0,202 3,113 8,407 5,382 17,069 195,33 170,91 2,824 1,948 

  

Можно убедиться, что эти оптимальные значения образуют равновесие при 

ценовых значениях p, q1, q2, r, и налогах D1, D2, D3, которые рассчитываются непо-

средственно из оптимального плана. Это означает, что все показатели удовлетво-

ряют условиям: 

а) соотношение материального баланса (3); 

б) выпускаемая продукция в обеих отраслях максимизирует их прибыль, 

т.е.  
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1 1 1 1 1( ) maxp y q l r        ; 2 2 2 2 2( ) maxp y q l r        ;  (13) 

в) потребление и предлагаемый труд каждой социальной группы максими-

зирует её функцию полезности при бюджетных ограничениях: 

p·x1 – q1·l1 = D1;  p·x2 – q2·l2 = D2.  (14)  

Собственник промышленно-производственных фондов в объёме Ф получа-

ет ренту, используемую для его личного потребления:  

p·x3 – r·Ф/N3 = D3; (15)  

u3(x3) → max.  

г) должен выполняться и стоимостной баланс (соотношение Вальраса):  

1 2 3 1 2 0D D D p a       . (16) 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЫНОЧНО-ОПТИМАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ 

В процессе рыночного функционирования максимизация прибыли отраслей 

(19) определяет спрос на труд 1ll , 2ll , фонды 1,  2  и предложение выпускаемого 

продукта:  

1 1 1 1

1
1 1

1 1
1 1

1

p A
q r

                    
,  

2 2 2 2

1
1 1

2 2
2 2

2

p A
q r

                    
;  (17) 

1 1 1 1

1
1 1

1 1
1 1

1

ll p A
q r

                   
,  

2 2 2 2

1
1 1

2 2
2 2

2

ll p A
q r

                   
. (18) 

Рыночное предложение фондов постоянно и равно Ф. 

Потребительский спрос xi и предложение труда li определяются из условия 

максимизации полезности (20)–(21). Выпишем функции Лагранжа для трёх участ-

ников: 

 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( )b bL N a x a T l q l D p x                  ;  (19) 

 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) ( )b bL N a x a T l q l D p x                  ; (20) 

33 3 3 3
33

b

r
L D p x

Nx

  
       

 
.  (21) 
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Продифференцировав L1 по x1 и l1, можно выразить их через D1: 

 1 1

1 1 1

1

1
1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
1 1 1 1

( )1

(1 ) ( )

b b

b b b

a p q T q D
x

p
q a a p q



 

 
        

      

;  (22) 

 1 11

1 1 1

11
11

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 1

(1 )

(1 ) ( )

b bb

b b b

T a p q D a
l

q a a p q



 

     


    

.  (23)  

Выделим в выражениях (22), (23) множитель  

1

1

11 1
1

1(1 )

ba q
K

p a

     
. 

Получаем следующие выражения для определения x1, l1, зависящие от D1: 

1 1 1 1
1

1 1

( )K q T D
x

q p K

  


 
, 1 1 1

1
1 1

K p T D
l

q p K

  


 
.  (24) 

Аналогично из (15) получаем выражения для x2, l2: 

2 2 2 2
2

2 2

( )K q T D
x

q p K

  


 
; 2 2 2

2
2 2

K p T D
l

q p K

  


 
.  (25) 

Из (21) имеем  

3

3 3 3 3
31

3 3
b

L N b
N p

x x 

    
  


, откуда 

3

1

13 3
3

bb
x

p

      
 

,  (26) 

Далее получаем выражения предельных полезностей через налоги и оценки 

p, q1, q2: 

1

1 1
1 1

1
b

a b

p x 


 


, аналогично 
2

2 2
2 1

2
b

a b

p x 


 


.  (27) 

Из (21) получаем выражение для 3 : 

3

3

3
3 1

3
3

b

b

p b

r D
N



  
 

   
 

.  (28) 

Подставим теперь выражение для x1 (24) в (27), выразив 1 через D1: 

1 1
1 1 1 1

1
1 1 1 1( )

b
a b q p K

p K q T D

          
,  (29) 

а также имеем:  
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1 1
2 2 2 2

2
2 2 2 2( )

b
a b q p K

p K q T D

          
.  (30) 

Для того чтобы обеспечить выход равновесия в оптимум утилитаристской 

ФОБ с заданными λ – коэффициентами, необходимо в каждый момент времени 

назначать из «Центра» налоги-трансферты, являющиеся решением системы следу-

ющих 3-х алгебраических уравнений с тремя неизвестными D1, D2, D3:  

λ1· β1(D1)= λ2· β2(D2) = λ3· β3(D3); 

D1 + D2 + D3 = const,  

где сумма неизвестных определяется из соотношения Вальраса, а функции β опре-

деляются из условия максимизации полезностей при бюджетных ограничениях 

Из условия  

1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )D D D          (31) 

выражаем D1, D2 как функции D3: 

   
3 1

3 1

1
3 1 1 1 1 1

3 1 1
1 1 1 13

3

( )
,

( )

b b

b b

p b a b q p K

p K q T Dr D
N



 

       
  

     
  

откуда 
  3 1

3

1
1 1

1 1 1 3
31 1

1 1 1 1
1 3 3

b b

b

a b r D
Nq p K

D q T
K p b

 



        
    

     
; (32) 

  3 2

3

1
1 1

2 2 2 3
32 2

2 2 2 1
2 3 3

b b

b

a b r D
Nq p K

D q T
K p b

 



        
    

     
. (33) 

Подставим выражения для D1, D2 в соотношение Вальраса: 

1 2 3 1 2 0D D D p a       ; 

3 1

3

1
1 1

1 1 1 3
31 1

1 1 1
1 3 3

b b

b

r
a b D

Nq p K
q T

K p b

 



                     
 

3 2

3

1
1 1

2 2 2 3
32 2

2 2 1
2 3 3

b b

b

r
a b D

Nq p K
q T

K p b

 



                      
 

3 1 2 0.D p a        (34) 
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Решив это уравнение, находим D3, затем из соотношений (32), (33) опреде-

ляем D1 и D2. 

Программа расчета D1, D2, D3 представлена в приложении 1. 

Убедимся, что рыночный процесс «нащупывания» приводит к тем же са-

мым равновесным ценам p, q1, q2, r и соответствующим им налогам-трансфертам 

D1, D2, D3, а также объёмам производства и потребления материальных продуктов 

и выделяемого и используемого труда. 

Для того чтобы выйти на равновесие, соответствующее оптимальному со-

стоянию системы в смысле ФОБ, необходимо решить разностные уравнения дина-

мики следующих показателей: 

p – цена на товары производства и потребления, 

r – прокатные оценки промышленно – производственных фондов, 

q1, q2 – ставки оплаты труда в 1-й и 2-й отраслях. 

Показатели D1, D2, D3 – налоги-трансферты, определяющие денежные до-

ходы социальных групп, являются управляющими переменными процесса;  

Переменные состояния экономической системы (yi, xi, Φi, li) зависят от те-

кущих значений p, q, r: объёмы спроса и предложения трудовых ресурсов для обе-

их отраслей – l1, l2, ll1, ll2. 

Расчёты равновесных значений для CES-функции проведены в программе, 

написанной в пакете «MATHCAD» (приложение 2). 

Уравнения динамики: 

t := 0..2000; 

1

1

1

1

1 2 3 1 2
1 1 1 1
2 2 2 2

1 2

t t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

p p x x x y y a
q q ll l

h
q q ll l
r r









           
      

                            

,  

где  

0,000013 0 0 0
0 0,000027 0 0

: .
0 0 0,000029 0
0 0 0 0,00001

h

 
 

  
 
 

  

Ниже представлены графики выхода на равновесие переменных системы p, 

q1, q2, r, D1, D2, D3, а также зависимости p от q1 и p от q2. 
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Таблица 2 

Сравнение оптимальных и равновесных значений переменных  

для CES-функции при заданных значениях численностей N 

Переменные p q1 q2 r x1 x2 x3 y1 y2 l1 l2 
Равновесные 0,124 0,236 0,203 3,14 8,407 5,382 17,069 195,33 170,91 2,824 1,948
Оптимальные 0,123 0,234 0,202 3,113 8,407 5,382 17,069 195,33 170,91 2,824 1,948

 

Можно видеть, что отношение ценовых равновесных значений к соответ-

ствующим оптимальным составляет 0,991, т.е. можно считать, что имеет место 

совпадение равновесия с оптимумом. Ценовые параметры, согласно [1], лежат на 

одном луче с оптимальными. 

Таблица 3 
Сравнение оптимальных и равновесных значений переменных  

для CES-функции при N1 = N2 = N3 = 1 

Переменные p q1 q2 r x1 x2 x3 y1 y2 l1 l2 
Равновесные 0,035 0,254 0,219 0,167 19,433 14,048 33,076 42,26 26,798 3,204 2,394
Оптимальные 0,035 0,254 0,219 0,167 19,433 14,048 33,076 42,26 26,798 3,204 2,394

 

В этом случае мы наблюдаем полное совпадение. 
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СЛУЧАЙ ОПТИМУМА ПО РОУЛЗУ 

Рассмотрим теперь процесс нахождения оптимума и выхода на равновесие 

в случае максиминного (Роулза) представления ФОБ. 

Будем находить максимальное значение W = V, при котором все три функ-

ции полезности будут не меньше этой максимизируемой величины: 

1 1 1 1( , )u x l V   ;  

2 2 2 2( , )u x l V   ;  

3 3 3 3( , )u x l V   ;  

V = min(λk,uk).  

Функция Лагранжа и её частные производные: 

  1 2( ) ( )k k k k k
k k k

L V p y x a r z u V                 ;  (35) 

i i

i i

zL
p

x x

 
  


; (36) 

1 k
k

L
z

V


 


 ,  (37) 

где zk ≥ 0 – множитель Лагранжа для неравенств, выражающих требования макси-

мина Роулза. 

Из требований максимума должны выполняться условия: 

1.  1 1 1 1(ln 1 ln( 1 ) 0z x b T l V        . 

2.  2 2 2 2(ln 2 ln( 2 ) 0z x b T l V        . 

3.  3 3 3ln 0z x V     . 

Из (30) имеем: 

4. 1 2 3 1z z z   . 

Из соотношений 1–4 следует, что величины kz  и r ku V    не могут быть 

отличными от нуля одновременно. 

Из (29) имеем  

i i
i

z
x

p

 
 .  (38) 

Продифференцировав функцию Лагранжа по l1, l2, Φ1, Φ2 получим: 

1 1 11 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

L b z
p A N l

l T l
      

      
 

;  (39) 

2 2 21 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

L b z
p A N l

l T l
      

      
 

;  (40) 
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1 1 1
1 1 1 1

1

L
p A l r  

     


; 2 2 1
2 2 2 2

2

L
p A l r  

     


.  (41) 

Запишем систему уравнений, включающих в себя балансовые соотношения, 

условия 1–4 и условия (31)–(33). 

1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3( ) ( )A l N A l N a p z z z                     ; 

1 2 1 2 3 1 2 3; 1 0; 0; 2; ;z z z z z z           

1 1 2 21 1
1 1 1 1 2 2 2 2 0;A l A l                

1 1 111 1 1
1 1 1 1 1

1 1
0

b z
p A l N

T l
     

       


; 

2 2 212 2 2
2 2 2 2 2

2 2
0

b z
p A l N

T l
     

       


; 

1
1 1 1 1 1ln ln( ) 0

z
V b T l

p
             

;  

2
2 2 2 2 2ln ln( ) 0

z
V b T l

p
             

;  

3
3 3ln 0

z
V

p
      
 

;  

1
1 1 1 1 1 1ln ln( ) 0

z
z V b T l

p
                 

;  

2
2 2 2 2 2 2ln ln( ) 0

z
z V b T l

p
                 

;  

3
3 3 3ln 0

z
z V

p
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.  

Решив систему, имеем следующие значения переменных. 

 Таблица 4 
p l1 l2 Φ1 Φ2 z1 z2 z3 V 

0,335 2,695 5,243 2,09 2,91 0,577 0,215 0,208 128,45 

 

Из полученных результатов видим, что V = 128,45, и все неравенства для 

функций полезности, сопоставляемых с помощью коэффициентов социальной зна-

чимости λ, выполняются как равенства, что обеспечивается строгой положительно-

стью коэффициентов z: 

121
1 1 1 1 1ln ln( ) 1,99 10

z
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p
               

;  
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122
2 2 2 2 2ln ln( ) 2,757 10

z
V b T l

p
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 
.  

Величины индивидуального потребления: 

1 1
1

1

z
x

N p

 
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
; 2 2

2
2

z
x

N p

 
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
; 3 3

3
3

z
x

N p

 



. 

Конкретно: x1 = 34,432, x2 = 19,26, x3 = 24,808. Значения функций полезно-

сти обеспечивают одно и то же значение «общественной полезности» по Роулзу: 

 1 1 1 1 1ln( ) ln( ) 128,446x b T l      ;  

 2 2 2 2 2ln( ) ln( ) 128,446x b T l      ;  

3 3ln( ) 128,446x   .  

Далее будем искать равновесие, имеющее те же значения натуральных по-

казателей. Для этого из полученных значений p, x1, x2, x3 определим новые значе-

ния λi, которые были бы в утилитаристской оптимизационной задаче с теми же ло-

гарифмическими функциями полезности: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

: ; : ; : ;
11,54; 6,455; 8,314;
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1 1 2 21 1
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1 1 111 1 1
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p A l N

T l
     
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2 2 212 2 2
2 2 2 2 2

2 2
0

b z
p A l N

T l
     

       


. 

Оптимум для неё определяется условиями Куна–Таккера 

1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3( ) ( )A l N A l N a p N N N                     . 

Получим следующие значения: p = 0,335, l1 = 2,695, l2 = 5,243, Φ1 = 2,09, 

Φ2 = 2,91. 

Можно заметить, что они полностью совпадают со значениями, получен-

ными ранее максиминным методом. 

Функция Лагранжа для оптимизации полезности потребителя имеет вид: 

( ).L V q l p x D       
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Выражения зависимостей потребления от налогов: 
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. 

Для известных множителей оптимума по Роулзу:  
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.  

Можно использовать прежнюю схему, позволяющую поступать аналогично 

случаю утилитаристской ОФП: 

1 1 2 2 3 3        ; 
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 
. 

В работе [1] указывается, что для обеспечения в равновесии социальной 

сбалансированности интересов групп по ОФП Роулза необходимо в каждый мо-

мент соблюдать выполнение равенств (при всех zi отличных от нуля): 

 1 ln 1 1 ln( 1 1 ) 3 ln 3x b T l x        ,  2 ln 2 2 ln( 2 2 ) 3 ln 3x b T l x        . 

Подставив в них выражения для xi, li, получаем: 
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откуда 

3 11
1

1

1

3 1
1 1 1 1

1

(1 )

bb
r D q

D q T b p
p b

 


 
                   

, 

3 2
2

2

1

1

3 2
2 2 2 2

2

(1 )

bb
r D q

D q T b p
p b

 


 
                   
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Соотношение Вальраса в этом случае: 
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.  (42) 

Решив это уравнение относительно D3, найдём затем и D1, D2. 

Были проведены расчёты по выходу в состояние равновесия программой, 

написанной в пакете «MATHCAD» (табл. 5). Разностные уравнения выхода в рав-

новесие аналогичны уравнениям предыдущего случая, за исключением формул для 

определения налогов D, а также переменных рыночного поведения групп при CES-

функциях полезности. 

 Таблица 5 

Сравнение оптимальных и равновесных значений переменных  

для метода Роулза 

Переменные p q1 q2 r x1 x2 x3 l1 l2 Φ1 Φ2 y1 y2 
Равновесные 0,33 2,25 1,69 1,85 34,43 19,26 24,8 2,69 5,2 2,1 2,9 33,5 48 
Оптимальные 0,335 2,29 1,7 1,88 34,43 19,26 24,8 2,69 5,2 2,1 2,9 33,5 48 

 

Можно видеть, что отношение оптимальных значений к равновесным цено-

вых параметров p, q1, q2, r равно 1,017, а значения xi, li, yi и Φi равны между собой. 

Ниже представлены графики выхода на равновесие переменных системы 

для метода Роулза. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Целью проведенных расчётов было продемонстрировать на конкретных 

(пусть условных) данных возможность анализа экономического равновесия и оп-

тимальности при различных представлениях о справедливом согласовании интере-

сов участников рынка. В отличие от большинства известных нам отечественных 

работ по анализу равновесия и оптимальности здесь мы использовали CES-

функции полезности, а также ввели в рассмотрение «собственника–рантье», кото-

рый «не работает, но ест», т.е. потребляет только за счёт того, что он является соб-

ственником, не участвуя своим трудом в процессе производства. Как показано в 

работе, во всех этих случаях социально-оправданное равновесие может быть 

найдено с помощью не очень сложных процедур систематических корректировок 

налогов. Отметим, что приводимые в Приложениях программы могут быть легко 
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использованы любым читателем для любых данных, например, в учебных целях 

или в собственном исследовании. 

Автор выражает благодарность Ю.Н. Гаврильцу за ценные советы по про-

ведению данного исследования. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. 

ПРОГРАММА НАХОЖДЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ D ИЗ УСЛОВИЯ (42)  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2.  

ПРОГРАММА НАХОЖДЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ДЛЯ CES-ФУНКЦИИ 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3.  
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С.А. Никитин  

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭКОНОМИКИ С ОБЩЕСТВЕННЫМИ БЛАГАМИ:  

ОБЗОР ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Рассматриваются модели производства и распределения общественных 
благ, основываясь на понятиях: Парето-оптимальность, равновесие Линдаля, яд-
ро. Проведен аналитический обзор работ, посвященных созданию экономически 
эффективного механизма распределения и проверке их жизнеспособности экс-
периментальным путем. 

The models of production and distribution of public goods are considered, 
based on the concepts of Pareto-optimality, equilibrium, Lindale, the core. The analy-
sis of papers devoted to the development of cost-effective distribution mechanism and 
testing their viability in an experimental way is made. 

 

Существование общественных благ серьезно оспаривает традиционные или 

«естественные» решения в распределении частных благ в экономику. Важные во-

просы, можем ли мы положиться на рынок, чтобы обеспечить оптимальное количе-

ство общественных благ таких, как чистота воздуха, и, насколько мы можем пола-

гаться на «естественные» процессы, такие как добровольный вклад в решение эко-

логических проблем, сводятся к фундаментальным вопросам о природе человека, 

т.е. о том, абсолютно ли эгоистичны люди или нет. Существует большой объем 

«экспериментальной» литературы, в которой авторы попытались ответить на этот 

вопрос и оценить масштабы т.н. проблемы безбилетника в экономике с обществен-

ными благами.  

Основное различие между общественными и частными благами заключает-

ся в двух аспектах: 

 Конкурентно ли благо? 

 Исключаемо ли благо? 

Благо неконкурентно, если его потребление одним индивидом не нарушает 

(не запрещает) его потребление другим (например, национальная оборона). Благо 

неисключаемо, если права собственности или соглашение не разрешают (не позво-

ляют) собственнику (обладателю) блага исключить других из его потребления. 

Для начала можно рассмотреть простую модель общего равновесия, кото-

рое может быть первичным инструментом в анализе распределения общественных 

благ. Эта модель используется для представления основной теории равновесия 

Линдаля. Затем можно развить эту модель до более общей модели производства 

общественных благ и показать, что равновесия Линдаля в этой модели Парето-

эффективны. 
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Пусть в экономике m агентов, n + 1 благ. Можно использовать обобщенные 

условные обозначения ( ; )i iw y , где iw   и n
iy   чтобы обозначить набор про-

дуктов, доступный i-му агенту 1, ,i m  . Можно предположить, что множество 

«потребления» потребителя i Z задано в форме i i iZ W Y  , где iY  непустое множе-

ство n  и  iW  задается в форме  ˆ|i i i iW w w w   , для какого-то фиксированно-

го ˆ iw  . 

Пусть также плата агента iu  или его функция полезности 

( ; ) ( )i i i i i iu w y w v y   имеет квазилинейную форму :c Y  , и принимается за-

данной функция издержек c, где Y – непустое множество декартова произведения 

1

m

i
i

Y

 . Наконец, можно предположить, что допустимое для Е множество А(Е) имеет 

форму  

 
1

( ) ( ; ) ,  
m

i i i i i
i

A E w y Z y Y w c y w


      
 

 , 
1

m

i
i

Z Z


 ,  

где 0iw   – полный вклад блага w. Пусть также, что 
1

i

m

i
i

w w


  . Будем использовать 

общее обозначение 1( , , )my y y  , чтобы обозначить элементы 
1

m

i
i

Y

 , определим 

1

m

i
i

W W


  и используем общее обозначение 1( , , )mw w w  , чтобы определить эле-

менты W. 

Модель и переменные в ней могут быть интерпретированы различными 

способами, и это можно считать одна из сильных сторон этой модели. Пусть есть n 

общественных благ и одно частное благо, т.е. m
iY   , 1, , i m  . 

В модели с чистыми общественными благами, каждый потребитель потреб-

ляет одно и то же количество общественного блага, т.е.  

1
1

|
m

i m
i

Y y Y y y


    
 

 . 

Производственные возможности общественных благ суммируются путем 

функции издержек с, которая может рассматриваться как выражающая количество 

частного блага, которое должно быть использовано как вклад, чтобы произвести 

вектор y общественных благ. Наконец, в этой интерпретации, можно задать 0iw   

для каждого i. Теперь, если предположить что Y компактное множество, что 
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:i iv Y   – непрерывно для любого i, и с – также непрерывная функция, то суще-

ствует *y Y  удовлетворяющий y Y   

     * *

1 1

( )
m m

i i i
i i

v y c y v y c y
 

    . (1) 

Этот факт предоставляет возможность для следующего утверждения. 

Утверждение 1. Если *y Y  удовлетворяет (1), и если  *
ic y w , то для 

всех *
iw W , удовлетворяющих 

* *

1

( )
m

i
i

w w c y


    (2) 

распределение  *
ic y w  строго Парето-эффективно. 

Утверждение 2. Предположим, что Y – непустое выпуклое подмножество 

произведения 
1

m

i
i

Y

 , что :i iv Y   – вогнутое и непрерывное отображение для 

1, , i m  , и что c – выпуклое. Тогда если * *;i iw y  – Парето-эффективное распре-

деление для Е, которое удовлетворяет условию 
*

i iw w  для 1, , i m  ,   (3) 

и это должен быть случай, что * *;i iw y  также удовлетворяет условию  

* *

1

( )
m

i
i

w c y w


  ,  (4) 

и при этом  

     * *

1 1

 ( )
m m

i i i
i i

y Y v y c y v y c y
 

      .  (5) 

 

Рассмотрим еще одну модель с общественными благами. В модели рас-

сматриваются чистые общественные блага, и вектор общественных благ y доступен 

и одинаков для каждого потребителя.  

Допустим, что существует фиксированное количество доступного частного 

блага, и что это частное благо также доступно для потребления одним из m потре-

бителей или использовано для производства одного или всех n общественных благ. 

Будем использовать обобщенное обозначение 1( ; ) n
ix y 

  для обозначения потре-

бительского набора, доступного для i-го потребителя.  
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Также предположим, что предпочтения i-го потребителя отражаются 

непрерывно-дифференцируемой функцией полезности и для всех  

1( ; )  0n i
i

i

u
x y

x




 


  и 0i

j

u

y





,  (6) 

и что iu  – строго квазивогнутая функция. Наконец, можно обозначить общее коли-

чество частного блага, доступного в экономике как w и w > 0. 

Тогда можно дать следующее определение для допустимого распределения. 

Определение. Будем говорить, что распределение * * *( ; ) n ma x y 
   – до-

пустимое, если  * *

1

m

i
i

x c y w


  . 

Также можно рассмотреть необходимые условия Парето-эффективности.  

Рассмотрим задачу 1max ( , )u x y , при условиях  , 0i i iu x y u  , 

 
1

0
m

i
i

w x c y


   . 

Находя первые частные производные нужного лагранжиана, получим 

1

1

0
u

x


 


;  (7) 

1

2

0, 1, , 
m

i
i

ij j j

uu c
j n

y y y

 
     

  
 ; (8) 

0, 2, ,  i
i

i

u
i m

x


    


. (9) 

Из (9) имеем: 

, 2, ,  i
i

i

u
i m

x


    


. (10) 

Из (7) имеем  

1

1

 
u

x


 


. (11) 

Подставляя (10) в (8), имеем:  

2

m
i ji

ii i i i

u yu c

x u x y

   
        
 . (12) 
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И используя (11), получаем условия Самуэльсона: 

1

m
i j

i i i j

u y c

u x y

   
      

 . (13) 

Такая формулировка позволяет рассмотреть совместное производство об-

щественных благ. Интересные особые случаи предполагаемой производственной 

технологии включают в себя сепарабельные функции издержек, которые мы будем 

рассматривать в связи с равновесием Линдаля и равновесием пропорций: 

 
1

( )
n

j j
j

c y c y


  . (14) 

Например,  

 
1

n

j j
j

c y y


  ; 

constj  ; 

0j  . 

Обычно в литературе используется предположение, что каждая функция 

полезности имеет квазилинейную форму 

   ;i i i ju x y x v y  .   (15) 

В этом случае представляемая модель становится особым случаем простой 

модели. 

Действительно, это следует из утверждения (1), что если * ny   такой, что 

*( )c y w  и удовлетворяет  

     * *

1 1

( )
m m

i i i
i i

v y c y v y c y
 

    , (16) 

тогда для любого заданного * mx  , удовлетворяющего * *

1

( )
m

i
i

x w c y


   распре-

деление * *;ix y  Парето-эффективно. 

Если каждая функция v и c дифференцируема, то необходимое условие для 

(16) содержит (10)–(12), что возвращает нас к условиям Самуэльсона, но другим 

путем. Из этого можно получить следующий результат: 

Утверждение. При заданных предположениях, описанных в этом разделе, 

а также что функции полезности потребителей квазилинейны, то если: 

1) v вогнутая для всех i; 

2) c выпуклая; 
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3) по крайней мере, одна из функций Vi строго вогнута или c строго выпук-

ла, то если существует Парето-эффективный вектор общественных благ, то он 

единственный. 

В этой связи, если c непрерывна и множество   
def

nY y c y w    огра-

ничено, и при этом функции из (15) все непрерывны, то из утверждения (1) следу-

ет, что Парето-эффективное распределение будет существовать при оставшихся 

предпосылках этого раздела.  

Теперь обратимся к специальному случаю модели, часто встречающемуся в 

литературе. Оставим только одно общественное благо, и производственная функ-

ция f отражает технологию производства общественного блага из частного. В этом 

случае условия Самуэльсона принимают форму 

*
1

1

( )

m
i

i i i

u y

u x f z

       
 ,  (17) 

где *( )f z  – Парето-эффективное количество общественного блага и *z  – количе-

ство частного блага, необходимого для его производства. 

Предположим, что мы сравниваем это с тем, что могли бы достигнуть в 

производстве общественных благ, если бы индивиды самостоятельно и независимо 

решали сколько нужно вложить в производство общественных благ. Как прежде, 

мы нормализуем множество цен на частные блага. Следовательно, если мы обозна-

чим вклад индивидов кроме i-го как iz , то задача максимизации может быть вы-

ражена как 

  max ( ); ( )i i i i i
z

u w z f z z  . (18) 

Условия первого порядка выглядят так: 

  0i i
i i

i

u u
f z z

x y 
     
 

. 

Так что 
1

( )
i

i i i i

u y

u x f z z

 


  
. (19) 

Сравнивая (19) и (17) видим различия, что равновесие, основанное на доб-

ровольных вкладах, не будет Парето-эффективным. 

Полученные определения и результаты могут быть расширены для случая, 

где есть производство и частного и общественного блага. Развивая эту идею, мож-

но изменить модельное множество из предыдущего раздела очень слабо. А именно, 
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предположить, что индивиды имеют строго асимметричные отношения предпочте-

ния iP . 

Далее, можно специфицировать изначальные вклады (пожертвования) об-

щественных благ для потребителей, которые обозначим как , и предположим, 

что 0iw  , для всех i. Окончательно, мы допустим, что (0) 0c  . 

Интересное теоретическое изобретение распределения производства и по-

требления в экономике с общественными благами это равновесие Линдаля. В рав-

новесии Линдаля каждый потребитель платит индивидуальную цену за единицу ijq  

– j-го блага, и мы будем полагать, что предпочтения потребителей – строго возрас-

тающие по частному благу, так что можно нормализовать множество цен, от 0 до 1. 

Пусть вектор цен на общественные блага, которые уплачены потребителем, 

обозначается как , и также используем следующее определение. 

Определение. Будем говорить, что s – это распределение долей, если 

m
is   и 

1

1
m

i
i

s


 . 

s – это доля владения фирмой, производящей общественное благо, i-го по-

требителя. И если q – это персональный вектор цен потребителя на общественные 

блага, а  – это прибыль фирмы, то в контексте равновесия Линдаля, бюджетное 

ограничение потребителя задано как  

i i i ix q y w s    .  

Определение. Будем говорить, что  * * *; ;x y q  – равновесие Линдаля при 

заданном распределении долей s* если  

1) * *( ; )x y  – допустимо; 

2) * m
iq   для всех i; 

3) * ny   максимизирует прибыль фирмы при заданных *,q  где * *

1

m

i
i

q q


   

так что  * * * *
def

* ( )ny q y c y q y c y      ; 

4) для каждого i * * * *
i i i ix q y w s     и для всех 1( ; ) n

ix y 
  имеем  

   * * * *; ;i i i i i i ix y P x y x q y w s     . 

Если допустить, что индивидуальные предпочтения потребителя описыва-

ются непрерывной дифференцируемой функцией полезности, можно показать, что 

условия Самуэльсона удовлетворяют условию Линдаля. И если затем, допустить 

дополнительно, что функции полезности потребителей вогнутые, а функция из-
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держек фирмы – выпуклая, то можно установить, что всякий раз, когда условия 

Самуэльсона удовлетворяются при допустимом распределении, то оно Парето – 

эффективно. Из этого следует, что при заданных допущениях равновесие Линдаля 

должно быть Парето-эффективным.  

Утверждение. При допущениях сделанных в этом разделе, если 

 * * *; ;x y q  – равновесие Линдаля, при заданном распределении долей *s , то 

* *( ; )x y  – Парето-эффективно.  

Если «усилить» допущения до тех, что были использованы в предыдущем 

разделе, можно получить более строгое заключение. 

Утверждение. Если каждое отношение предпочтения описано непрерыв-

ной функцией полезности, которая строго возрастает по частному благу, и если 

 – равновесия Линдаля, при заданном распределении владения * *( ; )w s , 

то  – строго Парето-эффективно.  

Однако, не очевидно, что существует практический рыночный механизм, 

который бы привел цены на общественные блага к их равновесным уровням. Это 

иногда может быть оспорено тем, что общественное агентство (планировщик), мо-

жет вычислить равновесные цены и просто объявить их потребителям, тем не ме-

нее, неясно как планировщик может получить всю информацию. Среди прочего, 

потребители имеют стимулы выражать не полностью их желание платить за обще-

ственные блага. 

Также существуют и другие проблемы. 

Во-первых, производитель может получать положительную прибыль и рав-

новесие Линдаля будет зависеть от того как эти прибыли будут распределены. Во-

вторых, если определять ядро экономики в той манере, которая кажется стандартной 

в контексте этой модели, то равновесие Линдаля может быть не в ядре. В-третьих, 

если функция издержек – вогнутая (случай возрастающей отдачи), то может не су-

ществовать уровень производства общественных благ, максимизирующий при-

быль, и, следовательно, равновесие Линдаля не будет существовать. 

Также существуют трудности, которые возникают в отношении так называ-

емого ядра. 

Определение. Будем говорить, что коалиция S M  может блокировать 

распределение * *( ; ) n mx y 
 , если существуют ix   для каждого i S  и 

,ny   такие что i S  :    * *; ;i i ix y P x y , а также ( ) ( )i i
i S

c y w x


  .  

 * * *; ;x y q

* *( ; )x y
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Допустимое состояние   1; n
ix y 

  будет называться лежащим в ядре или 

«ядром распределения», если оно не может быть блокировано любой коалицией 

S M . 

Основная проблема с представленным определением, состоит в том, что 

неочевидно, что производственные возможности должны рассматриваться как до-

стижимые коалицией, которая является собственным подмножеством множе-

ства М. 

Оригинальное определение ядра для экономики с общественными благами, 

данное Фолеем, достаточно эквивалентно представленному здесь, но если допу-

стить, что производственная технология для производства общественных благ  – 

выпуклый конус, то это означает, что производственная технология удовлетворяет 

условию аддитивности. Это придает смысл тому, чтобы представить коалицию, ко-

торая может произвести что-то, что они желают производить так долго пока не вы-

платят полную стоимость, потому что одновременно группа, выделенная из первой 

коалиции, с таким же успехом может произвести то, что они пожелают, при усло-

вии, что они оплачивают полную стоимость производства их выбора.Более того, 

при заданных условиях производства, прибыль производителя в равновесии Лин-

даля всегда будет равна нулю. Предположим, что каждое отношение предпочтение 

Pi асимметрично и возрастает по компоненте «общественное благо», и функция из-

держек с – линейна. 

Тогда если  * * *; ;x y q  – равновесие Линдаля, при заданных долях распре-

деления s, то распределение * *( ; )x y  – ядро распределения. 

Следовательно, одна из трудностей, о которой было упомянуто выше, гово-

ря о равновесии Линдаля, исчезнет, если функция издержек линейна, хотя цена, ко-

торую мы платим за достижение этой цели, довольно высока.  

Канеко ввел концепцию равновесия для экономики с общественными бла-

гами, которая, формально в каком-то контексте являлась эквивалентной равнове-

сию Линдаля, имеет несколько реальных преимуществ в другом контексте. Опре-

деление Канеко было расширено и усовершенствовано в работе Диамантарасом и 

Уилки.  

Определение. Система разделения (распределения) издержек – это семей-

ство из m функций : n
ig    , таких что ny    

1

( ) ( )
m

i

g y c y


 . 
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Интересные примеры системы разделения издержек включают то, что ввел 

Канеко для этого случая, для которых функция издержек принимает форму 

1

( ) ( )
n

j j
j

c y c y


  . 

Это, конечно, случай, когда и общественные блага могут быть произведены 

независимо без внешних эффектов. В этой ситуации Канеко определяет систему 

разделения неотрицательной матрицей m n  с элементами ( )ijr , удовлетворяющим 

условиям 
1

1
m

ij
i

r


 . 

Система распределения/разделения издержек задается так: 

1

( ) ( )
n

i ij j j
j

g y r c y


  .  

Мас-Коллел и Сильвестр уделяют большую часть внимания линейным си-

стемам форму ( ) ( )i i ig y a y b c y  , где n
ia   и ib  , и 

1

0
m

i
i

a


 , 
1

1
m

i
i

b


 . 

Определение. Допустимое состояние * *( ; )x y  – равновесие в распределении 

издержек при заданной системе разделения издержек 1( , , )mg g g  , если для 

каждого i M  и * *( )i i ix w g y   и 1( ; ) n
ix y 

  :      * *; ;i i i i i ix y P x y x g y w   . 

Если каждая функция ig  – неотрицательно определена, то такое равновесие 

всегда находится в ядре, как это обозначено ниже. 

Понятия равновесия Линдаля и ядра являются основополагающими в моде-

лировании экономических систем с общественными благами. Помимо многочис-

ленных работ, нацеленных на получение теоретических результатов, развивающих 

данное направление, существует также большое количество работ, посвященных 

экспериментальным исследованиям по созданию экономических механизмов, ко-

торые приводили бы экономику с общественными благами в состояние равновесия 

и Парето-оптимума. 

ОБЗОР ЭКСПЕРИМЕНТОВ. РЕЗУЛЬТАТЫ И НЕРЕШЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ. 

В 1972 г. Гурвиц представил концепцию совместимости стимулов, в кото-

рую включены факторы (силы), определяющие степень эгоистического поведения 

человека. 

Теория конструкции механизма имеет дело с совместимостью стимулов в 

виде ограничения на выбор процедуры, используемой для принятия групповых ре-
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шений. Задача состоит в том, что необходимо предложить такой механизм приня-

тия решений, чтобы его эффективность в предположении о наличии правил пове-

дения была бы значимой при наличии определенного (нормативного) критерия эф-

фективности (например, Парето-эффективности).  

«Принципиальное, но, обобщенно не сформулированные аксиомы некоопе-

ративного поведения состоят в том, что если человек имеет доступную доминиру-

ющую стратегию, то он будет её использовать» [28]. Поэтому, имеет смысл теоре-

тически создавать механизмы доминирующих стратегий, т.е. такие, которые бы 

были неманипулируемы. 

Однако, сейчас известно, что невозможно разработать механизм, позволя-

ющий принимать коллективные решения о распределении, которые бы были сразу 

и информационно децентрализованы, и не манипулируемы, и Парето-оптимальны. 

Эта невозможность в контексте распределения ресурсов с учетом наличия обще-

ственных благ в экономике была продемонстрирована в работах Грина и Лаффонта 

[26], Гурвица [31], Робертса [49], Уокера [58], Мэйлата и Постлвейта [39]. Меха-

низм Викри–Кларка–Гровса [17, 27] допускает наличие доминирующих стратегий, 

но получаемое распределение не вполне Парето-эффективно. Существуют другие 

механизмы, сохраняющие Парето-оптимальность, в некоторых из которых хранит-

ся в какой-то степени неманипулируемость. Они описаны в работах Гровса и Ле-

дьярда [27], Гурвица [32], Уокера [59], Тиана [55], Кима [37], Пелега [48], Фолкин-

гера [23], Чена [12]. 

Другие концепции реализации включают совершенное равновесие по 

Нэшу, недоминируемое равновесие Нэша, совершенное равновесие по подыграм, 

«сильное» равновесие, ядро.  

Чтобы сделать любой из этих механизмов применимым в качестве реально-

го экономического процесса, который поможет решать важные социальные про-

блемы, необходимо увидеть и оценить производительность механизма в реальных 

условиях при решении проблем, с которыми сталкиваются люди.  

Эти ситуации могут быть созданы и тщательно проконтролированы в лабо-

ратории. Когда механизм проходит тестирование в лаборатории, допущения о по-

ведении людей, предполагаемые в теории, могут быть оспорены.  

А именно:  

1. Совершенная и ограниченная рациональность. 

В теории предполагается, что люди полностью рациональны. Как резуль-

тат, они могут достичь равновесия мгновенно при помощи самоанализа. Поскольку 

реальные люди ограниченно рациональны, они должны учиться методом проб и 

ошибок. Это приводит к важному аспекту конструирования механизмов, который 
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не привлекал к себе большое внимание, а именно, предоставляет ли механизм че-

ловеку стимулы к обучению. 

2. Статические и динамические игры. 

Поскольку совершенно рациональные индивиды могут достигать равнове-

сия мгновенно, то достаточно ограничиться статическими играми. Когда реализу-

ется механизм среди ограниченно рациональных «игроков», ожидается, что факти-

ческая реализация равновесия – это динамический процесс, который начинается с 

состояния, отличающегося от равновесного.  

В этой связи возникает два вопроса:  

a) Может ли изучение динамики привести к сближению к одному из равно-

весий, предсказанных теорией?  

б) Какие алгоритмы обучения должны быть использованы для исследова-

ния динамической устойчивости механизма? На этот вопрос сможет ответить толь-

ко путем оценки большого набора алгоритмов обучения в результате постановки 

различных экспериментов. 

3. Аксиома о доминирующей стратегии. 

Будут ли индивиды использовать доминирующие стратегии? Если нет, то, 

какие другие аспекты могут быть важными?  

4. Обучаемость. 

Какие аспекты механизма могут помочь игрокам научиться выбирать стра-

тегии, приводящие к равновесию Нэша? 

Несмотря на существование теоретической литературы, посвященной ме-

ханизмам совместимости стимулов (мотивов), экспериментальных исследований, 

проверяющих эти механизмы, известно немного. Существующие эксперименталь-

ные исследования по изучению подобных механизмов, предоставляют некоторые 

данные о результатах реализации этих механизмов среди ограниченно рациональ-

ных людей.  

Некоторые из этих данных были использованы для развития теорий дина-

мической устойчивости таких механизмов, включающих ограниченную рацио-

нальность и обучение.  

Прежде чем перейти к обзору экспериментальных результатов, сначала 

имеет смысл ввести обозначения и понятие «экономическая среда». Большинство 

экспериментальных реализаций механизмов сочетания стимулов (мотивов) исполь-

зуют простую среду.  

Обычно существует одно частное благо x, одно общественное благо y и не 

меньше трёх игроков. Производственная функция для общественного блага обла-

дает свойством постоянной отдачи от масштаба, задается уравнением y = f(x) = x/b, 
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b > 0. Предпочтения в значительной степени ограничены классом квазилинейных 

предпочтений. 

Пусть E представляет собой набор транзитивных, полных и выпуклых ин-

дивидуальных упорядочений предпочтений ( i ), и первоначальный размер вложе-

ний ( x
iw ). QE  представляет собой непрерывно дифференцируемую функцию по-

лезности вида ( )i iv y x , такую, что ( )iv y > 0 для всех y>0 и x
iw > 0. 

Когда предпочтения квазилинейны, то т.н. механизм Викри–Кларка–Гровса 

устойчив к стратегиям, где уведомление о чьих-то предпочтениях – это всегда до-

минирующая стратегия. Кроме того, важно, что любой механизм, устойчивый к 

стратегиям, позволяющий выбрать эффективное общественное решение в каждом 

профиле должен быть такого же типа [26]. Особый случай этого механизма назы-

вается опорным механизмом, который был протестирован различными группами 

исследователей. 

Тайдман в [56] говорит о проведении «полевых» экспериментов в одном из 

американских колледжей, где был использован этот механизм для реального при-

нятия коллективных решений, и делает следующие выводы. Во-первых, в полевых 

экспериментах невозможно контролировать предпочтения субъектов. Во-вторых, 

доминирующие стратегии были объяснены субъектам, и в этом случае неизвестно, 

является ли механизм сам по себе способен побуждать субъектов раскрывать свои 

истинные предпочтения, без подсказок. Это явно исказило стимулы механизма. 

При опросе 21% испытуемых показали завышение своих предпочтений, в то время 

как 46% показали занижение. Без индуцированных значений, трудно оценить про-

изводительность механизма, таких как степень и масштабы нераскрытия. Аттье, 

Франциози и Айсаак приводят результаты первых хорошо контролируемых лабо-

раторных экспериментов применения опорного механизма [3]. Они обобщают ре-

зультаты восьми независимых сессий в рамках двух различных конструкций меха-

низма. Первая применялась для группы из пяти человек. Вторая – для группы, ко-

торая состояла из десяти человек с использованием такой же экономики, как и для 

первой группы. В каждом из десяти периодов люди принимали решение о предо-

ставлении общественных благ. Коллективное решение было бинарным – произво-

дить благо или нет. Опорный механизм сравнивался с правилом большинства. От-

дельные значения для общественного блага были иногда отрицательные, иногда 

положительные, для каждого периода из одного и того же распределения.  

Авторы исследования получили следующие результаты. 
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1. Недостаток раскрываемости: очень немногие участники раскрыли свои 

истинные значения оценки. Для 10% предложений в первой конструкции, и 8% – 

во второй конструкции были раскрыты их значения. 

2. «Структура» недооткрытости: 

а) положительные значения: предложение более высокой цены для низких 

значений, и наоборот; 

б) отрицательные значения: назначение более низкой цены для маленьких 

значений, и наоборот; 

3. Эффективность: 70% решений были эффективными. Они не превысили 

эффективность правила большинства (70%). 

4. Нет обучаемости: нет стремления к раскрытию значений.  

Эти результаты вызывают много вопросов, которые должны привести к 

дальнейшему изучению механизмов, подобных механизму Викри-Кларка-Гровса, в 

контексте общественных благ. Отказ большинства субъектов открыть свои истин-

ные ценности (значения) предполагает, что доминирующая стратегия не является 

прозрачной.  

Каваго и Мори [34] в своем исследовании анализируют слабость стимулов 

совместимости опорного механизма как причину недораскрытия. Как и Аттье [3], 

они изучают опорный механизм в контексте бинарного принятия решений в задаче 

определения осуществлять или нет общественный проект, если он имеет фиксиро-

ванный размер.  

Они делают вывод, что недораскрытие может возникать из-за того, что 

опорный механизм – это только слабо доминирующая стратегия совместимости 

стимулов. То есть, внутри пространства стратегий агент может быть безразличен к 

стратегии говорить правду по сравнению с другими стратегиями. Таким образом, 

агенты, возможно, не смогут найти единственную доминирующую стратегию без 

глубокого понимания всей структуры выплат. Они полагают, что можно решить 

проблему слабой совместимости стимулов, давая другим субъектам больше ин-

формации о структуре выплат.  

Конструкция Каваго и Мори имеет три информационных режима. В режи-

ме «отсутствия принуждения», каждому субъекту было назначено фиксированное 

значение, а механизм был объяснен без предоставления таблицы выплат. При более 

сильном принуждении каждому субъекту случайным образом назначалось значе-

ния для каждого раунда и механизм был объяснен без предоставления таблицы вы-

плат. При самом сильном принуждении, каждому субъекту было назначено фикси-

рованное значение, а механизм был объяснен с предоставлением таблицы выплат.  
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Процент участников, правдиво раскрывших цены заявок, составил 17% в 

первом случае, 14% – во втором и 47% – в третьем. Доля реализованных обще-

ственных проектов составила 40% – в первом случае, 70% во втором и 90% – в тре-

тьем. В целом, более подробная информация о структуре выплат значительно долю 

доминирующих стратегий игры. 

Каваго и Мори [34] выявили один аспект опорного механизма, который мог 

привести к недораскрытию. Помимо слабой совместимости стимулов, опорный ме-

ханизм обеспечивает очень мало стимулов для субъектов к обучению своим доми-

нирующим стратегиям с течением времени. Стимулы к обучению предоставляются 

путем связывания неравновесного поведения с результирующими потерями. 

В бинарной версии опорного механизма, агент редко играет ведущую роль 

в относительно большой экономике. Поэтому, даже если агенты придерживаются 

неравновесных стратегий, то их выплаты почти не пострадают. Однако, в не би-

нарной версии механизма Викри–Гровса–Кларка, т.е. когда уровень общественных 

благ является непрерывным, сообщения агента гораздо более вероятно, могут по-

влиять на общий уровень производства. Поэтому, «неравновесное» сообщение бу-

дет отражаться в налоге, который влияет на выплату агента. Более того, строго вы-

пуклых предпочтений и непрерывного уровня общественных благ необходимо и 

достаточно для строгой совместимости стимулов [35].  

Существуют т.н. механизмы эффективные по Нэшу. Механизм Гровса–

Ледьярда [27] – это первый механизм в установлении общего равновесия, чьё рав-

новесие по Нэшу является Парето-оптимальным. Механизм балансирует бюджет, 

как на равновесном пути, так и вне его, но не реализует распределение Линдаля. 

Позже были обнаружены другие формы игр, в которых реализуются распределения 

Линдаля в состоянии равновесия по Нэшу. Они описаны в работах Гурвица [32], 

Уокера [59], Тиана [55], Кима [36], Чена [12-13]. Фолкингер в [23] представляет 

механизм, в котором равновесие по Нэшу является Парето-оптимальным, когда па-

раметр выбран подходящим образом, однако он не реализует распределения Лин-

даля, и существование равновесия может быть очень чувствительным.  

Большинство экспериментальных исследований Нэш-эффективных меха-

низмов сосредотачиваются на механизме Гровса–Ледьярда. Чэн и Тан также срав-

нивают механизм Уокера с механизмом Гровса–Ледьярда. Фолкингер, Фер, Гэхтер, 

Винтер–Эмбер в [24] изучали механизм Фолкингера. Во всех исследованиях, кроме 

Харстада и Маррезе [29,30] были использованы квазилинейные предпочтения, что-

бы получить единственное равновесие по Нэшу. 

В. Смит в [52] представил первые наборы экспериментов по изучению ме-

ханизмов предоставления различных общественных благ. Он сравнил механизм 
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добровольных взносов, упрощенную версию механизма Гровса–Ледьрда и аукцион 

Смита. Процесс, используемый в упрощенном механизме Гровса–Ледьярда был 

процессом Смита, где все субъекты имеют возможность одновременно пересмот-

реть свои сообщения и повторить один и тот же выбор три раза подряд, чтобы за-

вершить производство общественных благ, и им делается выплата, когда соглаше-

ние достигается. Упрощенный механизм Гровса–Ледьярда предоставляет значи-

тельно больше общественных благ, чем при использовании механизма доброволь-

ных взносов. В группе из пяти участников, одна из трех сессий (сеансов) заверши-

лась приходом к равновесному состоянию по Нэшу. В группе из восьми человек ни 

одна сессия не закончилась в состоянии равновесия по Нэшу, которое заранее было 

спрогнозировано.  

Харстад и Маррезе в [29] сравнивают упрощенную версию механизма 

Гровса–Ледьярда в рамках двух различных процессов: процесса Смита и процесса 

Сериатима. Последний процесс также требует единогласия субъектов производить 

общественное благо, но он отличается от процесса Смита в том, что субъекты пе-

ресматривают свои сообщения последовательно и им необходимо только повторять 

свои сообщения единожды за итерацию до конца. Они обнаружили, что только в 

трех из двенадцати сессий достигнуты результаты, примерно соответствующие со-

стоянию равновесия по Нэшу. 

Харстад и Маррезе изучали полную версию механизма Гровса–Ледьярда в 

экономике с функциями Кобба–Дугласа и процессом Сератиума. В трехсубъектном 

исполнении, одна из пяти сессий сходилась к равновесию по Нэшу. В четырех-

субъектном, одна из четырех сессий сходилась к одному из равновесия по Нэшу. 

Это только эксперимент, в котором изучается механизм Гровса–Ледьярда в среде с 

несколькими равновесиями, но проблема выбора равновесия не рассматривалась. 

Мори в [45] сравнивает проведение процесса Линдаля с механизмом Гров-

са–Ледьярда. Он использовал динамический процесс, аналогичный процессу Сми-

та, за исключением того, что этот процесс заканчивается, когда каждый субъект 

повторяет свое сообщение один раз. Он провел пять сеансов (сессий) для каждого 

механизма, с пятью субъектами в каждой сессии.  

Совокупные уровни общественных благ, предоставляемых в каждой из сес-

сий Гровса–Ледьярда были гораздо ближе к Парето-оптимальному уровню, чем те, 

которые были получены в процессе Линдаля. На уровне отдельного человека, каж-

дая из пяти сессий была остановлена в течение десяти раундов, когда каждый 

субъект стал повторять одинаковые сообщения. Тем не менее, поскольку отдель-

ные сообщения должны быть кратны 0,25 пока равновесные сообщения находятся 

не по сетке, сходимость к равновесным сообщениям была приблизительной.  
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Чэн и Плот [14] первыми провели оценку выполнения механизма Гровса–

Ледьярда при разных значениях параметра наказания .  Этот параметр играет 

важную роль в стабильности механизма и сходимости к равновесному состоянию. 

Они обнаружили, что при его изменении динамика и стабильность резко менялись. 

Для достаточно большого значения параметра наказания  система очень быстро 

приходила к состоянию равновесия по Нэшу и сохраняла стабильность, в то время 

как при малых значениях , система не приходила в состояние равновесия по Нэшу. 

Этот поиск был повторен Чэном и Таном с более независимыми сессиями (два-

дцать одна сессия: по семь для каждого механизма) и более длинными по времени, 

(100 раундов), предназначенными для детального изучения динамики в экспери-

менте [15]. Из-за хороших динамических свойств, механизм Гровса–Ледьярда со 

100 раундами имел гораздо лучшие по сравнению с ним же, но с одним раундом, 

показатели, оцененные с точки зрения эффективности системы, близкие к Парето-

оптимальному уровню предоставления общественных благ, и обладающими мень-

шим количеством нарушений в ограничении индивидуальной рациональности и 

конвергенции к равновесию. Причем все эти результаты являются статистически 

значимыми. Это наглядно демонстрируют важность конструирования механизмов, 

которые не только бы обладали желаемыми статическими свойствами, но также и 

хорошей динамической устойчивостью. Только когда динамика приводит к стати-

ческому равновесию, могут быть реализованы все соответствующие статические 

свойства. 

Мюнх и Уокер [46] предлагают достаточное условие сходимости механиз-

ма Гровса–Ледьярда как лучший ответ по Курно динамики с параметризованными 

квазилинейными функциями полезности. Чэн в [14] предоставляет необходимое и 

достаточное условие для механизма Гровса–Ледьрда, чтобы он был супермодуляр-

ной игрой с заданными квазилинейными предпочтениями. Супермодулярные иг-

ры  – это игры, в которых предельная полезность каждого игрока от усиления его 

стратегии, повышается с усилением стратегии его соперника, так, что стратегии 

игроков – это, своего рода «стратегические комплименты». Супермодулярные игры 

имеют очень высокую стабильность свойств, в том смысле, что большой класс 

обучающих процессов приводится к набору, ограниченному наибольшим и 

наименьшим профилями стратегии равновесий по Нэшу. Это включает в себя Бай-

есовское обучение, воображаемые игры, адаптивное обучение, лучший ответ по 

Курно, и многие другие [43].  

Стоит отметить, что когда параметр наказания выше определенного порога, 

то большой класс обучающих динамических процессов сходится, что согласуется с 

экспериментальными результатами. Фолкингер, Фер, Гэхтер и Уинтер–Эмбер в 
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[24] изучают механизм Фолкингера как в квазилинейной, так и также квадратичной 

среде. В квазилинейной среде средние взносы двигаются в сторону уровня, равно-

весного по Нэшу, но не полностью достигают равновесия. В квадратичной среде 

средний уровень взносов колеблется вокруг равновесия по Нэшу, хотя ни в одной 

из 23 сессий средний вклад не был в точности равен равновесию по Нэшу в по-

следних пяти турах. Таким образом, равновесие по Нэшу – это хорошее описание 

образца среднего вклада, хотя отдельные игроки не обязательно играют в равнове-

сии. Интересно отметить, что в квадратичной среде игра очень близка к супермо-

дулярной игре: коэффициент пороговой «субсидии» для механизма чтобы быть су-

пермодулярным – это 1, тогда как в эксперименте он была установлена на уровне 

2/3. Это только экспериментальное исследование эффективного механизма распре-

деления общественных благ.Значения параметров были заданы либо далеко от су-

пермодулярного порога (напр., [14, 15]), или в непосредственной близости от поро-

гового значения (напр., [23]). Ни в одном из экспериментов параметры системати-

чески не меняются, если находятся близко, но выше порога для оценки эффектов 

супермодулярности в обучающей динамике. 

Арифовик и Ледьярд в [2] проводят компьютерные симуляции индивиду-

альной обучающей модели в контексте класса механизма Гровса–Ледьярда. Они 

систематически различаются в размере параметра наказания, от экстремально низ-

ких до очень высоких. Они считают, что их модель сходится к равновесию по 

Нэшу для всех значений γОднако скорость сходимости зависит от значения пара-

метра. Скорость сближения – это U-образная кривая: очень низкие и очень высокие 

значения γ требуют длительного времени прихода к равновесию, в то время как 

диапазон промежуточных значений требует минимального времени.  

Оптимальный параметр наказания был выявлен путем симуляций и оказал-

ся гораздо ниже, чем промежуточный порог, предлагаемый в наблюдении 1. По-

скольку эти результаты опираются на особенности модели обучения, использован-

ной для симуляции, следующим естественным шагом была проверка предсказания 

в лаборатории с участием человека. 

Чен и Газзале провели первое систематическое экспериментальное иссле-

дование супермодулярных механизмов, в рамках компенсационных механиз-

мов [13]. Четыре специфических формы игры, приводящих распределения Линдаля 

ассигнований в равновесие по Нэшу были введены Гурвицем [32], Уокером [59], 

Кимом [37] и Ченом [12]. Все четыре улучшают механизм Гровса–Ледьярда в том 

смысле, что все они удовлетворяют ограничению индивидуальной рациональности 

в равновесии. В то время как формы игр Гурвица и Уокера, могут быть показаны 

нестабильными для любого децентрализованного процесса согласования в опреде-
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ленных квадратичных средах, механизм Кима стабилен по направлению градиента 

процесса согласования при заданных квазилинейных функциях полезности, кото-

рый является в непрерывной по времени версией процесса Курно-Нэша «нащупы-

вания» равновесия. Если супермодулярность является достаточным, но не необхо-

димым условием для сходимости, то из этого следует, что: 

1) супермодулярные механизмы должны сходиться к прогнозным значени-

ям равновесия по Нэшу довольно жестко, например, так же как механизм Гровса-

Ледьярда при высоком значении параметра наказания;  

2) механизмы, которые не являются супермодулярными, также могут схо-

диться к равновесию при наличии некоторых алгоритмов обучения.  

Остается открытым вопрос, являются ли правила обучения разумными и 

описательно точными. Супермодулярность обеспечивает достаточное, но не необ-

ходимое условие для конвергенции (сходимости) для широкого спектра обучаю-

щих динамических процессов. Для полной характеристики стабильности механиз-

мов совместимости мотивов, нужны достаточное и необходимое условия сходимо-

сти в широком диапазоне обучающих процессов. 

Перейдем к рассмотрению класса механизмов, являющихся совершенными 

по Нэшу. Баньоли и Липман в [4] предложили совершенно естественный и простой 

механизм, который полностью реализует ядро в недоминируемом совершенном 

равновесии в среде с одним частным благом и одним общественным благом. 

В экономике с полной информацией агенты добровольно вкладывают любое неот-

рицательное количество частного блага, которое они выбирают, и социальным ре-

шением является предоставление общественного блага, тогда и только тогда, когда 

взносов достаточно, чтобы заплатить за него. В противном случае вклады возвра-

щаются. Этот результат распространяется на общественное благо с конечным чис-

лом значений, там, где последовательная игра с несколькими циклами взносов реа-

лизует ядро в последовательно недоминируемом совершенном равновесии. 

Баньоли и Маккии в [5] проверяют теоретические предсказания механизма, 

предложенного Дэвисом и Холтом [22]. Они приводят результаты для пяти групп 

из семи человек и двух из десяти. Все сеансы были реализованы как повторяющие-

ся игры из 14 периодов. Три различные процедуры были осуществлены среди 

групп из пяти человек: (1) базовый режим с однородными вложениями и однород-

ными оценками общественного блага (одна группа); (2) разнородные вложения и 

однородная оценка (три группы); (3) однородные вложения и разнородные оценки 

(три группы). Две группы из десяти человек проверяли только процедуры (1) и (2). 

Результаты исследования Баньоли и Маккии, подтвердили гипотезу, что группы 

будут добровольно вкладывать достаточно ресурсов для обеспечения обществен-
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ного блага, и что вклады группы будут равны. Объединяя все группы из пяти чело-

век, общественное благо был предоставлено в 86,7% раундов; Парето-эффективных 

результатов наблюдалось в 54,1% случаев.  

Однако было очень мало независимых сеансов в каждом режиме исследо-

вания Баньоли и Маккии, в котором был поднят вопрос о надежности их результа-

тов. Мискер, Олсон и Уильямс дают отчет о ряде экспериментов, предназначенных 

для проверки надежности результатов Баньоли и Маккии. Они отмечают, что авто-

ры запустили процессы в нескольких независимых группах одновременно, в одном 

помещении и оглашали взносы для всех групп. Они не использовали личный лист 

записей, на котором субъекты вводили их личные вклад и выигрыш в каждом ра-

унде. Мискер, Олсон и Уильямс использовали конструкции идентичные процедуре 

Баньоли и Маккии с однородными вложениями и однородными оценками обще-

ственных благ, которые также рассматривали поведенческие последствия двух 

процедурных модификаций – несколько совместных (параллельных) групп против 

одной, изолированной группы, и использование персонального регистрационного 

листа. Данные Мискера, Олсона и Уильямса оспаривают надежность результатов 

Баньоли и Маккии. В исследовании последних, вклады, дающие эффективное рав-

новесие вклад имеют модальное распределение, а в исследованиях Мискера, Олсо-

на и Уильямса взносы равномерно распределены по пространству стратегий. Оба 

исследования имеют относительно немного независимых наблюдений (не более 

трех групп) для каждого сеанса. Поэтому невозможно заключить, на основании не-

большого объема данных, работает ли механизм «точки обеспечения», исследуе-

мый в Баньоли и Липманом в лаборатории.  

Баньоли, Бен-Давид и Маккии делают отчет об эксперименте, сконструиро-

ванном для проверки механизма точки обеспечения для случая с несколькими 

субъектами [6]. Они провели две процедуры: (1) субъекты переводились в разные 

группы между периодами для сеанса с 6–8 периодами, и (2) субъекты оставались в 

одной группе на протяжении всего сеанса, если он длился 15 периодов. Они нашли 

лишь ограниченную поддержку предсказания о том, что субъекты будут применять 

стратегии равновесия, которые обеспечивают достижение распределения в ядре. 

Этот результат оспаривает «уточнение критерия», используемого в теоретической 

работе. Он также может привести к невозможности координации действий субъек-

тов среди множества равновесных состояний. 

Кроме лабораторных экспериментов, есть также ряд экспериментов, в ко-

торых используются вариации механизма точки обеспечения [51]. В «полевых» 

экспериментах предположение Баньоли и Липмана о полноте информации, больше 

не действует [4]. Свойства механизма в условиях неполной статистической инфор-



60 

мации неясны. Другие детали механизма были изучены лучше, например, правила 

скидки (уступки) [41], объединения субъектов [10], идентифицируемости вкладчи-

ков (Маркс, Крозон [42], неполной информации об оценках [42], неполной инфор-

мации о количестве игроков или стоимости общественного блага [51], рекоменда-

ции взносов [42], оценки для общественного блага [42], и т.д.  

Вэриан вводит класс простых двухуровневых механизмов, известных как 

компенсационные механизмы, которые реализуют эффективные распределения как 

равновесия, совершенные по подыграм для экономической среды, включающей в 

себя экстерналии и общественные блага. Основная идея заключается в том, что 

каждый игрок предлагает другому компенсировать издержки, понесенные для того, 

чтобы сделать эффективный выбор. Андреони и Вэриан в [1] описывают серию 

экспериментов по вариации механизмов компенсации. В частности, простым и эле-

гантным построением, считается модифицированный механизм игры «Дилемма за-

ключенного», в которой каждый игрок может предложить другому агенту запла-

тить определенную сумму за сотрудничество. Механизм был реализован в виде 

карточной игры. Каждая сессия состояла из двух этапов. Первый этап – обычная 

игра «Дилемма заключенного», которая получила название «Push–Pull» – игры 

(«Толкай-тяни»), которая проводилась в течение 15 раундов с каждым игроком, иг-

рающим каждый раз против другого игрока в каждом следующем раунде. Второй 

этап – это контрактная стадия для «Дилеммы заключенного», которая называется 

«Pay for Push» – игра, которая длилась 25 раундов. Они провели шесть независи-

мых сеансов, по восемь игроков в каждом.  

Данные показали, что механизм во многом успешен для поощрения со-

трудничества. Объем сотрудничества удвоился (с 25,8 до 50,5%) в течение второй 

фазы, когда механизм был реализован. Игроки сделали предложения о платежах, 

которые должны были индуцировать сотрудничество около 63,5% времени. Когда 

такие предложения были получены, игроки отвечали кооперацией почти 70% вре-

мени. Полное эффективное равновесие было достигнуто 60% от всего времени. 

Интересно то, что они также выявили вкусы субъектов для сотрудничества и зна-

чимость справедливости взаимодействия со стимулами механизма. 

Чен в [15] исследует динамическую устойчивость компенсационных меха-

низмов. Он доказал, что оригинальный механизм, глобально стабильный по Кур-

но, – лучший динамический ответ, но не супермодулярный. Он также предложил 

обобщенную версию механизма возмещения, который является супермодулярным. 

Это обобщенная версия – хорошая площадка для изучения супермодулярных меха-

низмов, поскольку имеет два свободных параметра, по одному для каждого типа 

игроков. Один параметр «определяет» является ли этот механизм супермодуляр-
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ным, в то время как другой не играет роли в этом различии. Этот дает эксперимен-

татору больше свободы в выборе «разной степени супермодулярности».  

Чен и Газзале экспериментально изучили обобщенную версию механизма 

компенсации [13]. Они систематически изменяют свободный параметр от низкого 

значения, но близкого и направленного к порогу супермодулярности для оценки 

эффектов супермодулярности на производительность механизма.  

Авторы делают три основных вывода. Во-первых, в терминах равновесия 

пропорций и эффективности, они считают, что и супермодулярные и «близкие к 

супермодулярным» механизмы работают значительно лучше, чем те, которые 

находятся значительно ниже этого порога. Этот вывод согласуется с предыдущими 

результатами экспериментов. Во-вторых, они считают, что если исходить из состо-

яния чуть ниже порога по направлению к порогу, то улучшение показателей стати-

стически незначимо. Этот результат важен, так как теория молчит по этому вопро-

су. Это подразумевает что выполнение механизмов, «близких к супермодуляр-

ным», такие как механизм Фолкингера, должно быть сравнимо с супермодулярны-

ми механизмами. Таким образом, создатель механизма не должны быть чрезмерно 

обеспокоен настройкой параметров, которые строго выше супермодулярного поро-

га – близко – тоже хорошо. Это увеличивает набор робастно стабильных механиз-

мов. Третий вывод касается выбора механизмов в пределах класса супермодуляр-

ных механизмов. Чен и Газзале обнаружили, что внутри класса супермодулярных 

механизмов, увеличение параметра гораздо выше порога не значительно повышает 

производительность механизма. Кроме того, увеличение еще одного свободного 

параметра, который не связан с тем является ли механизм супермодулярным или 

нет, ведет к улучшению сходимости. Компьютерное моделирование (симуляция) 

показывает, что эти экспериментальные результаты сохраняются долгое время.  

Существует ряд других механизмов. Например, т.н. «аукцион Смита» – это 

процесс, сконструированный для предоставления общественных благ [52–54]. В 

этом механизме каждый агент сначала подает заявку и предлагает количество об-

щественного блага. Предварительная доля затрат каждого агента на единицу про-

дукции – это единица стоимости за вычетом суммы ставок других агентов. Предва-

рительное количество общественного блага является средним значением по всем 

объемам, предлагаемых агентами. Затем каждый агент может согласиться или не 

согласиться на его ориентировочную долю затрат на единицу продукции и предва-

рительное количество общественного блага. Групповое соглашение преобладает, 

если и только если все игроки единодушно и не анонимно соглашаются на приня-

тие всех предложений. Теоретические свойства этого механизма не понятны пол-

ностью. Однако, оставив в стороне вопрос равновесия в суперигре, аукцион Смита 
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реализует распределения Линдаля в состоянии совершенного равновесия по Нэшу 

в одношаговой (статической) игре [7].  

Смит в [52] говорит о 12 сессиях аукциона-эксперимента в трех различных 

в средах, где функции оценки были квазилинейны, с такими параметрами что ну-

левой вклад будет доминантной стратегии для некоторых, но не всех субъектов в 

механизме добровольных взносов. В большинстве сессий средние предложения и 

сумма ставки были оглашены на каждом испытании. Девять из двенадцати сессий 

сходились к Парето-оптимальному уровню общественного блага. Однако, только 

небольшая часть субъектов (11 из 67) сводила заявки к равновесию Линдаля. Смит 

в [54] рассматривает аукцион в средах с учетом эффекта дохода. Из общего числа 

29 сессий только в двух сессиях не удалось достичь соглашения об обеспечении 

общественным благом. Во всех сеансах, в которых были достигнуты соглашения, 

было предоставлено количество общественных благ большее, чем «безбилетное» 

количество. Количества не были предсказаны точно, как количество, равновесное 

по Линдалю. Это значит, что количество немного больше, чем количество по Лин-

далю. По сравнению с результатами Смита в [52], с эффектами дохода, «количе-

ство общественного блага в равновесии Линдаля – более справедливый предсказы-

вающий показатель, а заявки цены в равновесии Линдаля являются очень плохим 

прогностическим показателем для экспериментальных результатов» [54]. 

Бэнкс, Плотт и Портер в [7] изучают аукцион Смита и механизм добро-

вольных вкладов, как с единогласием, так и без него. Они использовали квазили-

нейные функции полезности, где она была строго доминирующей стратегией для 

каждого агента, чтобы сделать свой вклад в нулевом размере в механизме добро-

вольных взносов. Это эксперимент подтвердил, что аукцион Смита генерирует бо-

лее высокие уровни предоставления общественных благ, чем механизм доброволь-

ных взносов. Совокупное количество общественных благ было рядом с оптимумом 

по Парето. Они также обнаружили, что включение единогласия сокращает общую 

эффективность процесса, а также успешность работы механизма.  

Из существующих экспериментальных исследований механизмов совме-

стимости стимулов можно сделать несколько выводов. 

1. Механизмы, с одними и теми же статические свойства, могут демонстри-

ровать совершенно разную стабильность динамики исполнения. 

2. В условиях действия опорного механизма существует возможность со-

здания таких сред, где недораскрываемость преобладает. Более подробную инфор-

мацию о структуре выплат помогает уменьшение недостатка открытости. 

3. Данные показывают, что супермодулярные механизмы, такие, как меха-

низм Гровса–Ледьярда при высоком параметре наказания, сходятся устойчиво и 
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хорошо к равновесию по Нэшу. Механизм близкий к порогу, чтобы стать супермо-

дулярным, сходится тоже достаточно хорошо. Существующие эксперименты по 

применению несупермодулярных механизмов Нэша предполагают, что они не схо-

дятся хорошо к значениям, которые должны бать равновесными по Нэшу. 

4. Эксперименты и моделирование показывают, что выполнение «почти су-

пермодулярных» механизмов должно быть сопоставимо с супермодулярными ме-

ханизмами. Кроме того, внутри класса супермодулярных механизмов, увеличение 

параметра далеко за порог существенно не повышает производительность меха-

низма. 

5. Производительность механизмов, с использованием уточнений Нэша в 

качестве концепции решения, неоднозначна. Экспериментальные результаты могут 

быть чувствительны к процедурным спецификациям.  

Существующие эксперименты с использованием стимул-совместимых ме-

ханизмов были сосредоточены на нескольких механизмах. Данные, в сочетании с 

теоретическими исследованиями, дают свежий взгляд на внедрение их реальной 

экономике. Для этих механизмов, которые были исследованы в лаборатории, тре-

буется больше повторений и тестов надежности.  
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В.В. Лебедев, К.В. Лебедев  

О МОДЕЛИРОВАНИИ ВЗАИМОВЛИЯНИЯ НАЦИОНАЛЬНОГО ДОХОДА, 

СТАВКИ ПРОЦЕНТА И УРОВНЯ ЦЕН 

Обсуждаются непрерывный и дискретный варианты трёхмерной динами-
ческой макроэкономической модели краткосрочного прогнозирования, которая 
отражает взаимозависимость рынка товаров и услуг и рынка денег. При постро-
ении модели частично использованы гипотезы стационарной кейнсианской мо-
дели IS–LM. Модель имеет бесчисленное множество равновесных решений, ко-
торым соответствует в фазовом пространстве линия пересечения поверхностей. 
Рассмотрен простейший вариант модели, в котором уравнение задаёт в фазовом 
пространстве плоскость, а уравнение – гиперболический параболоид. Модель 
допускает, в зависимости от значений параметров, разнообразные динамические 
режимы: движение к равновесной точке, цикличность, сложное апериодическое 
поведение и детерминированный хаос.  

The continuous and discrete variants of the three-dimensional dynamic macroe-
conomic model for short-term forecasting, which reflects the interdependence of the 
market of goods and services and the money market are discussed. The hypothesis of a 
stationary Keynesian IS–LM model is used. The model has a countless number of 
equilibrium solutions, which correspond to the line of intersection of surfaces in phase 
space. The simplest variant of the model is considered, when equation sets a plane in 
the phase space and the equation of a hyperbolic paraboloid. The model allows, de-
pending on parameter values, a variety of dynamics: the movement towards the equi-
librium point, circularity, complex aperiodic behavior and deterministic chaos. 

1. СТАЦИОНАРНАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОВЛИЯНИЯ  

КОНЕЧНОГО ПРОДУКТА И СТАВКИ ПРОЦЕНТА  

В рассматриваемых ниже статической и динамических моделях макроэконо-

мики используются следующие переменные: Y – национальный доход (конечный 

продукт, произведенные товары и услуги, предложение товаров и услуг, реальный 

доход – real income); G – государственные закупки; r – ставка процента (the nominal 

rate of interest); p – уровень цен (price); C – спрос на потребительские товары (real 

consumption); I – спрос на инвестиции в производство (реальные инвестиции – real 

investment); Q – операционный спрос на деньги; Z – спекулятивный спрос на деньги; 

V – избыточный спрос на товары и услуги (excess demand in the goods market); W – 

избыточный спрос на деньги (excess demand in the money market); T – налоги, упла-

чиваемые государству. Для упрощения изложения ограничимся обсуждением част-

ного случая, когда все взаимосвязи между переменными считаются линейными. 

Рассмотрим сначала рынок товаров и услуг. Спрос на потребительские то-

вары и услуги задается уравнением ( )C a c Y T   , а спрос на инвестиционные 

товары – уравнением I b hr  . В рассматриваемом линейном случае будем счи-
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тать, что T tY , где t – налоговая ставка. Поэтому (1 )C a c t Y    и избыточный 

спрос на товары и услуги, определяемый уравнением ( ) ,V C I G Y     задаётся 

функцией двух переменных  

1( , ) .V Y r а b G c Y hr       (1) 

Здесь 1 1 (1 )c с t   ; , , , ,а b c h t   положительные параметры (c – пре-

дельная склонность к потреблению, marginal propensity to consume, 0 1c  ). 

Если рынок товаров находится в равновесии, то избыточный спрос на това-

ры равен нулю. Поэтому условие ( , ) 0V Y r  , из которого следует уравнение  

1c Y hr а b G    ,  (2) 

определяет на плоскости «национальный доход – ставка процента», т.е. на плоско-

сти { , }Y r , где 0,Y   0r  , множество точек равновесия на товарном рынке 

(линия (1) на рис. 1). Эту линию называют линией IS .  

 
Рис. 1. Линии равновесия IS  и LM  

Рассмотрим теперь денежный рынок, где спрос на деньги складывается из 

операционного Q kpY  и спекулятивного спроса ( )Z Z r . Поэтому избыточный 

спрос на деньги ( )W Q Z M    в линейном случае, когда Z m ur  , является 

функцией двух переменных  

( , ) .W Y r m M kpY ur      (3) 

Здесь , , , ,M m k p u   положительные числа ( M – количество денег, нахо-

дящихся в обращении, предложение денег, the supply of real money). 

Если рынок денег находится в равновесии, то избыточный спрос на деньги 

равен нулю. Поэтому условие ( , ) 0W Y r  , из которого следует уравнение  

kpY ur M m   ,  (4) 
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определяет на плоскости «национальный доход – ставка процента» множество то-

чек равновесия на рынке денег (линия (2) на рис. 1). Эту линию называют 

линией LM .  

Из системы уравнений (2) и (4) легко найти координаты точки пересечения 

линий IS  и LM  на плоскости { , }Y r :  

1

( ) ( )
,e

a b G u M m h
Y

c u kph

   



 1

1

( ) ( )
e

a b G kp M m c
r

c u kph

   



.  (5) 

В найденной точке ( ; )e eY r  плоскости { , }Y r  оба рынка находятся в равнове-

сии. Рассмотренная кейнсианская модель используется для оценки эффективности 

фискальной и (или) денежной политики на основе квазистационарного подхода к 

анализу эволюции экономики в краткосрочном периоде. Пусть, например, резко 

увеличилось предложение денег. Это приведет, как следует из уравнений (5), к ро-

сту равновесного дохода eY  и падению равновесной ставки процента er . Если же 

произошло увеличение ставки налогов, то увеличится значение параметра 1c  и это 

вызовет, согласно уравнениям (5), снижение и равновесного дохода eY , и равно-

весной ставки процента er .  

Однако почему рассматриваемая макроэкономическая система приходит в 

состояние равновесия? «Ответ» на этот вопрос, приводимый в учебниках по макро-

экономике, простой: равновесие устанавливается благодаря действию рыночных 

механизмов. Однако это не ответ, а некоторое утверждение, в действительности 

мало что объясняющее, что-то вроде «невидимой руки Адама Смита». Ниже рас-

сматриваются два варианта неравновесной модели динамики конечного продукта и 

ставки процента, построенных на основе непрерывного и дискретного подходов.  

2. ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВЗАИМОВЛИЯНИЯ  

КОНЕЧНОГО ПРОДУКТА И СТАВКИ ПРОЦЕНТА  

Рассмотрим теперь неравновесные модели динамики конечного продукта и 

ставки процента, в основе которых лежит блок-схема, изображенная на рис. 2. 

Здесь к переменным и параметрам статической модели (1)–(4) добавлены прира-

щения две новые переменные: приращение конечного продукта dY и приращение 

ставки процента dr. В основе динамических моделей (как непрерывного, так и дис-

кретного вариантов) лежат две ключевые гипотезы. Во-первых, предполагается, 

что предприниматели увеличивают (сокращают) производство товаров и услуг, ес-

ли спрос на товары и услуги выше (ниже) их предложения (снова реализуется ги-

потеза Кейнса «спрос создает предложение»). Из этого следует, что приращение 
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переменной Y имеет тот же знак, что и значение функции ( , )V Y r . Сказанное отра-

жено в контуре Y V dY Y    на рис. 2. Во-вторых, предполагается, что бан-

ковский сектор уменьшает (увеличивает) ставку процента, если предложение денег 

выше (ниже) спроса на них. Поэтому приращение переменной r имеет тот же знак, 

что и значение функции ( , )W Y r . Сказанное отражено в контуре r W dr r    

на рис. 2. 

 
Рис. 2. Блок-схема динамической модели взаимовлияния  

конечного продукта и ставки процента 

Свойства траекторий динамических вариантов IS LM -модели существен-

ным образом связаны со следующими свойствами функций избыточного спроса на 

товары и услуги ( , )V Y r  и избыточного спроса на деньги ( , )W Y r . Во-первых, в 

рассматриваемом линейном случае линии IS и LM являются прямыми (рис. 1). Эти 

линии разделяют плоскость { , }Y r , где 0,Y   0r  , на четыре сектора, которые 

удобно назвать (условно) северным, западным, южным и восточным. Во-вторых, 

нормальный вектор линии уровня функции избыточного спроса на товары и услуги 

( , )V Y r  равен 1 1{ , }N с h  


, а нормальный вектор линии уровня функции ( , )W Y r  

равен 2 { , }N kp u 


. Поэтому значение функции ( , )V Y r  в любой точке плоскости 

{ , }Y r , лежащей ниже (выше) линии (1) на рис. 1, положительно (отрицательно), а 

значение функции ( , )W Y r  в любой точке плоскости { , }Y r , лежащей ниже (выше) 

линии (2) положительно (отрицательно).  

В силу сказанного, при переходе точки ( ; )Y r  на фазовой плоскости «наци-

ональный доход – ставка процента» через линию IS функция избыточного спроса 

на товары и услуги ( , )V Y r  меняет знак, а при переходе этой точки через линию 

LM меняет знак функция избыточного спроса на деньги ( , )W Y r . Поэтому если 

точка ( ; )Y r  находится в северном секторе (рис. 1), где ( , ) 0V Y r   и ( , ) 0W Y r  , то 

обе переменные Y и r уменьшаются. Если точка ( ; )Y r  находится в западном секто-
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ре, где ( , ) 0V Y r   и ( , ) 0W Y r  , то переменная Y увеличивается, а переменная r 

уменьшается. В южном секторе значения обеих функций положительны, и здесь 

обе переменные Y и r возрастают. Наконец, в восточном секторе переменная Y 

уменьшается, а переменная r увеличивается, так как здесь ( , ) 0V Y r  , а ( , ) 0W Y r  .  

2.1. Непрерывный вариант модели. В непрерывном варианте модели 

предполагается, что изменения фазовых переменных происходят непрерывно в 

каждый последовательный момент времени; поэтому динамика переменных опи-

сывается дифференциальными уравнениями. Простейшая непрерывная формализа-

ция блок-схемы динамической модели взаимовлияния конечного продукта и ставки 

процента (рис. 2) приводит к системе дифференциальных уравнений 

( , ),

( , ),

dY
V Y r

dt
dr

W Y r
dt

  

  


  (6) 

где  и  – коэффициенты реакции (положительные числа), а функции ( , )V Y r  и 

( , )W Y r  определяются уравнениями (1) и (3) соответственно.  

Отметим, что система уравнений (6) – не единственный вариант непрерыв-

ной формализации блок-схемы динамической модели, приведённой на рис. 2. 

Можно, например, использовать такую систему  

1 ( , )
,

1 ( , )
,

e

e

dY V Y r

Y dt Y

dr W Y r

r dt r

  

  


 

где, в отличие от системы уравнений (6), в левых частях уравнений стоят не скоро-

сти изменения переменных, а их темпы прироста. При этом в обоих случаях линии 

IS  и LM  являются главными изоклинами соответствующих систем дифференци-

альных уравнений. Ниже мы рассмотрим только систему дифференциальных урав-

нений (6).  

Итак, учитывая уравнения (1) и (3), из системы (6) получаем 

1( ),

( ).

dY а b G c Y hr
dt
dr m M kpY ur
dt

      


    

  (7) 

Равновесное решение системы линейных дифференциальных уравнений (7) 

( ) ,eY t Y  ( ) ,er t r  находится из условий ( , ) 0V Y r   и ( , ) 0W Y r  , т.е. из системы  



71 

1 ,

.

c Y hr а b G

kpY ur M m

   
   

  (8) 

Введём переменные ex r r   и ,ey Y Y   которые характеризуют откло-

нения ставки процента и конечного продукта от их равновесных решений соответ-

ственно. Систему (7) с учетом уравнений (8) можно переписать в виде 

1( ( ) ( )),

[ ( ) ( )].

e e

e e

dY
c Y Y h r r

dt
dr

kp Y Y u r r
dt

     

     


 

Поэтому изменение переменных x и y определяется системой уравнений 

1

,

.

dx
ux kpy

dt
dy

hx c y
dt

   

   


  (9) 

Характер динамики переменных x и y системы (9) определяется значениями 

корней характеристического уравнения  
2

1 1( ) [ ] 0c u uc kph         .  (10) 

Здесь возможны три случая в зависимости от знака дискриминанта квад-

ратного уравнения (10). В первом случае, когда знак дискриминанта положителен, 

корнями характеристического уравнения (10) являются различные действительные 

отрицательные числа. Во втором случае, когда дискриминант равен нулю, корнями 

характеристического уравнения (10) являются одинаковые отрицательные числа. В 

третьем случае, когда дискриминант отрицателен, корнями являются комплексные 

числа, действительные части которых отрицательны. Поэтому независимо от 

начальных условий траектории линейной динамической системы (9) устремляются 

к ее точке покоя (0; 0), и, следовательно, ( ) ,eY t Y  ( ) er t r  при t   . Другими 

словами, здесь при любых значениях параметров реакции  и  в конечном итоге 

оба рынка (и рынок товаров и услуг, и рынок денег) приходят в состояние равнове-

сия. На рис. 3 приведены четыре траектории системы дифференциальных уравне-

ниями (7) для случая, когда фазовые переменные ( )Y t  и ( )r t  совершают затухаю-

щие колебания около своих равновесных значений. Эти четыре траектории разли-

чаются только начальными условиями.  

Итак, непрерывная макроэкономическая система (7), построенная на основе 

кейнсианского подхода, всегда приходит в состояние равновесия. Является ли это 

убедительным доводом для использования при анализе эволюции макроэкономи-

ческих систем метода сравнительной статики (квазистатического подхода). Для от-
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вета на этот вопрос рассмотрим дискретный вариант модели динамики конечного 

продукта и ставки процента, в основе которых лежит блок-схема, изображенная на 

рис. 2.  

 
Рис. 3. Затухающие колебания значений конечного продукта  

и ставки процента около своих равновесных значений 

2.2. В дискретном варианте модели фазовые переменные изменяются не 

непрерывно в каждый момент времени, а через постоянные промежутки времени, с 

шагом 1. Поэтому здесь фазовые переменные являются кусочно-постоянными. При 

построении дискретной динамической модели кейнсианского типа снова будем 

предполагать выполнение двух гипотез: 1) предприниматели увеличивают (сокра-

щают) производство товаров и услуг, если спрос на товары и услуги выше (ниже) 

их предложения; 2) банковский сектор уменьшает (увеличивает) ставку процента, 

если предложение денег выше (ниже) спроса на них.  

Сформулированные гипотезы в случае постоянного уровня цен приводят к 

дискретным моделям, в которых изменение переменные может определяться раз-

личными разностными уравнениями. Выпишем несколько таких систем:  

1

1

( , ),
( , );

t t t t

t t t t

Y Y V Y r
r r W Y r




  
  

  (11) 

1

1

( , )
1 ,

( , )
1 ;

t t
t t

e

t t
t t

e

V Y r
Y Y

Y

W Y r
r r

Y





               

  (12) 
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1

1

( , )
exp ,

( , )
exp .

t t
t t

e

t t
t t

e

V Y r
Y Y

Y

W Y r
r r

Y





              

 (13) 

Отметим, что система уравнений (11) является дискретным аналогом си-

стемы дифференциальных уравнений (6). Расчеты показывают, что равновесное 

решение системы (11) при относительно малых значениях параметров реакции   и 
  является устойчивым. В результате, если равновесие системы (21) по тем или 

иным причинам нарушается, то ставка процента и национальный доход стремятся к 

своим новым равновесным значениям. Однако при определенных значениях пара-

метров реакции система (21) допускает возникновение сложных апериодических 

колебаний, а также колебаний с возрастающей амплитудой. Еще более сложное по-

ведение обнаруживают траектории систем разностных уравнений (22)–(25). Для 

определенности рассмотрим систему уравнений (23).  

 
Рис. 4. Затухающие (слева) и апериодические (справа)  

колебания конечного продукта и ставки процента  

Вариант расчетов динамики ставки процента и национального дохода, 

определяемой уравнениями (13) и характеризующийся колебаниями фазовых пе-

ременных с убывающей амплитудой, иллюстрируется на рис. 4 (слева). Здесь рас-

четная траектория динамической системы (13) напоминает форму закручивающей-

ся спирали, и текущая точка ( ; )t tY r  на фазовой плоскости при увеличении t при-

ближается к точке равновесия. Однако при определенных значениях параметров 

реакции  и  модель (13) допускает возникновение сложных апериодических ко-

лебаний, а также колебаний с возрастающей амплитудой. Вариант расчетов дина-

мики ставки процента и национального дохода, характеризующийся апериодиче-
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скими колебаниями, иллюстрируется на рис. 4 (слева). Здесь амплитуда колебаний 

на отдельных временных отрезках может возрастать, а на других – падать.  

Как видим, непрерывные и дискретные динамические модели одного и того 

же макроэкономического процесса могут вести себя по-разному. Какие из них бо-

лее адекватно отражают реальность? Для ответа на этот вопрос отметим следую-

щее. Во-первых, многие дискретные модели естествознания являются аппроксима-

цией соответствующих непрерывных моделей (законы Ньютона, газодинамики и 

многие другие выражаются дифференциальными уравнениями, а для их решения 

строятся соответствующие дискретные аналоги, которые исследуются с помощью 

численных методов). В экономике же, как и во многих других общественных 

науках, не только процедуры принятия решений часто предполагают импульсное 

изменение переменных, но и наблюдения (статистические данные) как правило 

дискретны. Поэтому в общественных науках первичными являются дискретные 

модели. Во-вторых, даже в рассмотренных простых динамических моделях пара-

метры реакции  и  представляют собой, по сути, управления. Параметр  отра-

жает реакцию товаропроизводителей, которые соответствующим образом реаги-

руют на состояние рынка товаров и услуг. Второй параметр отражает (частично) 

процесс регулирования, осуществляемый центральными государственными орга-

нами, т.к. именно они определяют в конечном итоге динамику ставки процента в 

зависимости от той или иной ситуации на рынках (не только товарном, но и де-

нежном). Таким образом, можно считать, что рассмотренные модели с фиксиро-

ванными параметрами  и  определяет эволюцию динамической макроэкономи-

ческой системы при неизменном (жестком!) управлении и с относительно слабой 

обратной связью. Поэтому дискретные варианты модели макроэкономической ди-

намики допускает неустойчивые решения. Непрерывный же вариант модели в дан-

ном случае всегда приводит динамическую систему (3) в состояние равновесия, так 

как здесь более сильная обратная связь: ставка процента меняется непрерывно. Как 

следует из анализа системы уравнений (7), этого оказывается достаточным для до-

стижения в конечном итоге равновесия, несмотря на то, что и в непрерывном вари-

анте модели значения параметров  и  постоянны. 

4. ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВЗАИМОВЛИЯНИЯ КОНЕЧНОГО 

 ПРОДУКТА, СТАВКИ ПРОЦЕНТА И УРОВНЯ ЦЕН 

Прежде чем перейти к построению трёхмерной динамической модели вза-

имовлияния конечного продукта, ставки процента и уровня цен, отметим следую-

щее.  
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Условие равновесия на рынке товаров и услуг ( , ) 0V Y r  , где функция 

( , )V Y r  определяется уравнением (1), задает в трёхмерном пространстве { , , }Y r p  

плоскость  

1 0c Y hr а b G        (14) 

с нормальным вектором 1( ; ; 0)N c h  


. Плоскость (14) параллельна координатной 

оси Op, а пересечение этой плоскости с плоскостью 0p   задает линию IS (рис. 6). 

Далее, функция избыточного спроса на деньги теперь зависит от трёх переменных:  

( , , ) .W Y r p m M kpY ur      (15) 

 
Рис. 6. Построение линии AC   линии равновесия на двух рынках 

Поэтому условие равновесия на рынке денег ( , , ) 0W Y r p   приводит к 

уравнению 

,ur m M kpY     (16) 

которое задает в фазовом пространстве { , , }Y r p  гиперболический параболоид 

(рис. 6).  

Пересечение плоскости (14) и гиперболического параболоида (16) задает в 

трёхмерном пространстве { , , }Y r p , где 0,Y   0r  , 0,p   линию равновесия на 

двух рынках – рынке товаров и услуг и рынке денег.  

Рассмотрим теперь неравновесные модели динамики конечного продукта, 

ставки процента и уровня цен, в основе которых лежит блок-схема, изображенная 

на рис. 7.  
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Рис. 7. Блок-схема динамической модели взаимовлияния  

конечного продукта, ставки процента и уровня цен 

Здесь к переменным динамической модели, блок-схема которой приведена 

на рис. 7, добавлены уровень цен P и его приращение dP. Как видим, теперь P не 

параметр, а фазовая переменная. 

В основе динамических моделей (как непрерывного, так и дискретного ва-

риантов), опирающихся на блок-схему рис. 7, лежат три ключевые гипотезы. Пред-

полагается, что: 1) предприниматели увеличивают (сокращают) производство това-

ров и услуг, если спрос на товары и услуги выше (ниже) их предложения; 2) бан-

ковский сектор уменьшает (увеличивает) ставку процента, если предложение денег 

выше (ниже) спроса на них; 3) уровень цен растёт (падает), если предложение де-

нег выше (ниже) спроса на них. Это означает, что здесь кроме контуров 

Y V dY Y    и r W dr r   , являющихся основой блок-схемы модели, 

приведенной на рис. 2, добавлен контур p W dp p   .  

Перейдём теперь к уравнениям модели. Простейшая непрерывная формали-

зация блок-схемы динамической модели взаимовлияния конечного продукта, став-

ки процента и уровня цен (рис. 7) приводит к системе дифференциальных уравне-

ний 

( , ),

( , , ),

( , , ),

dY
V Y r

dt
dr

W Y r p
dt
dp

W Y r p
dt

  

  

  

  (17) 

где ,  и  –коэффициенты реакции (положительные числа), а функции ( , )V Y r  и 

( , , )W Y r p  определяются уравнениями (1) и (15) соответственно.  
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Отметим, что система уравнений (17) – не единственный вариант непре-

рывной формализации блок-схемы динамической модели, приведённой на рис. 7. 

Можно, например, использовать такую систему  

1
( , ),

1
( , , ),

1
( , , ).

dY
V Y r

Y dt
dr

W Y r p
r dt

dp
W Y r p

p dt


 


  

  


  (18) 

Ниже мы для описания динамики конечного продукта, ставки процента и 

уровня цен будем использовать систему дифференциальных уравнений (18). При 

этом расчет траекторий этой системы будем осуществлять методом Рунге–Кутта  

2-го порядка. 

 
Рис. 8. Траектория системы (18) в случае фиксированных цен ( 0  ) 

Итак, предположим, что до некоторых пор экономика находилась в состоя-

нии равновесия. Пусть в некоторый момент резко (импульсно) изменились значе-

ния некоторых параметров макроэкономической системы, например, увеличилось 

количество денег, находящихся в обращении (предложение денег M) и увеличи-

лись расходы правительства G. Если цены фиксированы, то можно снова использо-

вать аппарат модели IS – LM. В этом случае линия IS сместится вверх (вследствие 

роста параметра G), а линия LM сместится вправо (вследствие роста параметра M). 

В результате точка равновесия на двух рынках сместится из A в B (рис. 8). На рис. 8 

приведена проекция траектории системы (18) на плоскость { , }Y r  при значении 

0.   Как видим, ставка процента сначала немного падает, а потом возрастет до 
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нового равновесного уровня. Одновременно происходит рост конечного продукта, 

а потом – некоторое его снижение до нового равновесного уровня. 

Обсудим теперь случай подвижных цен ( 0  ). В табл. 1 приведены рас-

четные значения фазовых переменных для некоторого набора положительных па-

раметров ,    и .  Данные табл. 1 таковы: уровень цен сначала растет, достигает 

максимума, а потом снижается до равновесного уровня; конечный продукт моно-

тонно увеличивается и стремится к равновесному значению; ставка процента сна-

чала немного снижается, достигает минимума, а потом увеличивается, устремляясь 

к равновесному значению. Как видим, имеет место немонотонное изменение пере-

менных.  

На рис. 9 построены три траектории (AB, AC и AD) и две линии равновесия 

двух рынков (линии a и b). Сплошная линия a  соответствует начальным значениям 

параметров, а пунктирная линия b – новым значениям параметров. Все параметры 

траекторий AB, AC и AD, рассчитанных на основании системы (18), одинаковы, 

кроме значений параметров ,  и . Траектория AC соответствует расчётным зна-

чениям табл. 1 (здесь 0  ); траектория AB соответствует случаю constP   

(здесь 0  , проекция этой траектории на плоскость { , }Y r  приведена на рис. 8); 

траектория AD соответствует случаю constr   (здесь 0  ).  

Таблица 1 
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
p 1,50 1,78 1,82 1,78 1,73 1,70 1,68 1,67 1,66 1,65 1,65 
Y 13,60 14,42 15,21 15,81 16,22 16,48 16,64 16,74 16,80 16,83 16,85 
r 0,19 0,16 0,15 0,16 0,16 0,16 0,16 0,17 0,17 0,17 0,17 

  
Рис. 9. Траектория AB   переход макроэкономической системы  

из одного равновесного состояние в другое 
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ВЫВОДЫ 

Построена неравновесная динамическая макроэкономическая модель, кото-

рая отражает взаимодействие товарного и денежного рынков. Поверхности 

( , ) 0V Y r   и ( , , ) 0W Y r p   задают в пространстве { , , }Y r p  множества точек равно-

весия на рынке товаров и услуг и рынке денег соответственно. Модель имеет бес-

численное множество точек равновесия, лежащих на линии равновесия товарного 

рынка и рынка денег. Последняя представляет собой линию пересечения поверхно-

стей ( , ) 0V Y r   и ( , , ) 0W Y r p  . Рассмотрен вариант модели, когда уравнение 

( , ) 0V Y r   задаёт в пространстве { , , }Y r p  плоскость, а уравнение ( , , ) 0W Y r p   – 

гиперболический параболоид. Расчётные варианты, соответствующие дискретной 

версии модели, дают основание говорить о существовании в этом случае бифурка-

ционных значений параметров и, как следствие, о зависимости характера траекто-

рии от их значений. Построенные варианты модели допускают, в зависимости от 

значений параметров, многообразные динамические режимы: равновесие, циклич-

ность и достаточно сложное апериодическое поведение, детерминированный хаос.  

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-

ментальных исследований (грант № 13-06-00389). 
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